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PREFACE 


L'ouvrage  que  je  publie  aujourd'hui  se  compose  de  deuK 
parties  distinctes. 

Le  texte  constitue  seulement  une  nouvelle  rédaction  d'un 
Mémoire  présenté  en  1869  (^)  à  rAcadémie  des  Sciences, 
Mémoire  dont  l'impression  a  été  retardée  par  bien  des  cir- 
constances sur  lesquelles  il  est  inutile  d'insister. 

Les  Notes  contiennent  l'examen  détaillé  de  quelques  ques- 
tions qui  s'étaient  présentées  dans  mes  recherches  primitives, 
et  que  je  n'avais  pu  traiter  avec  le  développement  qu'elles 
me  paraissaient  mériter. 

Le  but  principal  de  l'ensemble  de  ce  travail  est  l'étude 
d'une  classe  remarquable  de  surfaces  du  quatrième  ordre, 
que  je  propose  d'appeler  cyclides,  et  qui  admettent  une 
conique  double  spéciale,  le  cercle  de  l'infini.  Ces  surfaces 
peuvent  se  décomposer  en  un  plan,  le  pian  de  l'infini,  et  en 
une  surface  du  troisième  ordre,  qui  contient  le  cercle  de 
l'infini.  Elles  donnent  donc,  par  une  transformation  homo- 
graphique,  la  surface  la  plus  générale  du  quatrième  ordre 


{•]  Voir  t'extrait  du  Mémoire,  Comptes  Rendus,  t.  LXVIII,  p.  iZlï,  sénnce 
éii  7  juin  J869. 
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à  conique  double,  et  la  surface  générale  du  troisième  ordre. 
J'ai  dû  joindre  à  leur  élude,  pour  la  rendre  à  la  fois  plus 
nette  et  plus  complète,  celle  des  courbes  cjui  jouent  le 
même  rôle  (ju'elles  dans  la  géométrie  à  deux  dimensions. 
Ces  courbe?,  que  j'appelle  cycliques,  sont  soit  les  courbes 
planes  du  quatrième  ordre  ayant  pour  poinls  doubles  les 
deux  points  à  Tintini  sur  le  cercle,  soit  les  courbes  sphéri- 
ques  qui  résultent  de  l'inteisection  do  la  sphère  avec  une 
surface  du  second  degré.  Ouelques  propriétés  relatives  aux 
imaginaïj'es  se  présentaient  natui-ellement  dans  l'étude  que 
j'avais  entreprise;  il  m'a  paru  qu'il  y  aurait  avantage  à  les 
développer  avec  la  généralité  quelles  comportent.  Ces 
explications  jusiilierontj  je  l'espère,  la  composition  et  le  plan 
de  mon  travail. 

La  première  Partie  est  consacrée  à  l'étude  de  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciprocjues,  des  foyers  et  des 
locales.  Depuis  I8G9,  bien  des  recherclies  importantes  ont 
été  ou  mieux,  connues  ou  publiées  sur  les  différentes  méthodes 
de  tratjstormation.  J'ai  cru  devoir  conserver  néanmoins  les 
développements  que  j'avais  présentés  sur  ce  sujet,  parce 
qu'ils  sont  élémentaires,  et  aussi  parce  qu'ils  «e  rapportent 
à  la  plus  intéressante  de  toutes  les  transformations  considé- 
rées jusqu'à  présent.  J'ai  ajouté  à  cette  Partie,  au  moment 
de  l'impression,  l'indication  d'un  moyen  nouveau  et  très 
simple  (le  former  ré({uation  différentielle  des  surfaces  appli- 
cables s\u'  une  surface  donnée.  Les  théories  relatives  aux 
imaginaires  exphquent  netlement,  ce  qui  n'avait  pas  été  fait 
jusqu'ici,  les  solutions  singulières  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  à  laquelle  on  est  conduit. 

La  deuxième  Partie  contient  une  élude  détaillée  des 
cyclides  planes  et  sphériques.  J  y  examine  les  propriétés 
générales,  la  classitication  des  différentes  espèces  de  cycli- 
ques,  et  les  propriétés   métriques    focales,    qui    sont    la 
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généralisation  des   propositions  connues  de  iu  théorie   des 
coniques. 

Parmi  les  cycliques,  quelques-unes  ont  la  plus  grande 
analogie  avec  l'ellipse  de  Cassini  ;  leur  théorie  est  liée*  par 
les  rapports  les  plus  étroits  aux  beaux  Ihéorèuies  de  Poncelet 
sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  aux  coniques,  et, 
d'autre  part,  avec  quelques  propositions  générales  relatives 
aux  imaginaires  en  géométrie.  La  troisième  Partie  est  donc 
consacrée  à  une  élude  des  imaginaires  ;  mais,  après  avoir 
démontré  les  propositions  indispensables,  je  reviens  prompte- 
ment  a  l'objet  spécial  de  mon  travail,  pour  étendre  à  toute 
une  classe  de  courbes  planes  et  sphériques  deux  des  pro- 
priétés fondamentales  du  cercle.  On  me  permettra  de  signaler 
aussi  un  moyen  nouveau  de  démontrer  les  propriétés  niétri- 
ques  focales  des  coniques,  en  les  déduisant  directement  de 
l'une  des  jjropositions  générales  que  M.  Chasle»  a  piises 
pour  bases  de  la  théorie  de  ces  courbes,  dans  son  beau 
Trailé  des  Seclions  coniques.  Les  Notes  contiennent  des 
développements  nombreux  et  étendus  se  rapportant  à  cette 
Partie.  Elle  a  d'ailleurs  été  modifiée  en  un  point  pendani 
Fimpression.  J'ai  beaucoup  simplifié  la  démonstration  que 
j'avais  donnée  d'abord  des  théorèmes  de  Poncelet. 

Les  deux  dernières  Parues  sont  consacrées  à  l'étude 
analytique  et  géométrique  des  surfaces  cyclides,  abrégée  et 
rendue  plus  facile  par  les  développements  qui  précèdent 
Ce  qui  concerne  la  génération  des  cyclides,  leur  classification 
et  la  cyclide  à  quatre  pomts  doubles,  qui  a  été  depuis  18G9 
le  sujet  des  recherches  de  quelques  géomètres,  n'a  reçu 
aucune  addition  dans  le  texte.  J'ai  un  peu  changé  la  forme 
de  la  dernière  Partie,  consacrée  à  l'étude  géométrique  des 
cyclides  et  du  système  triple  orthogonal  qu'on  peut  fonner 
avec  ces  surfaces,  en  ajoutant  quelques  développements 
relatifs  à  une  des  plus  belles  conceptions  de  M.  Cayley.  Ce 
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géomètre  8  eu  ie  mérite  de  donrier,  le  premier,  sous  uoe 
forme  nette,  grâce  aux  beaux  travaux  et  aux  études  anté- 
rieures de  Mobius  ei  surtout  de  M.  Chasies,  les  principes  qui 
assujettissent,  si  je  puis  m'exprirner  ainsi,  la  géométrie  des 
relations  métriques  dans  le  plan  et  sur  la  sphère  à  celle  du 
rapport  anharmonique,  appelée  quelquefois  aussi  géométrie 
projective.  Pour  ne  pas  être  accusé  de  me  livrer  à  des 
spéculations  théoriques  sans  aucune  portée  pratique,  j'ai 
montré  dans  les  Notes  comment  les  principes  de  M.  Gayley 
pouvaient  conduire  à  des  théorèmes  intéressants,  et  en 
particulier  à  une  méthode  de  tranformation  des  surfaces  avec 
conservation  des  lignes  de  courbure  qui  a  été  déjà  donnée 
par  M.  Bonnet.  Je  généralise  d'une  manière  assez  étendue 
cette  méthode  de  transformation. 

Les  Notes  contiennent  des  développements  relatifs  à  la 
géométrie  de  M.  Cayley,  à  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  et  à  un  système  de  coordonnées  qui 
s'applique  à  la  fois  aux  points,  aux  plans  et  aux  sphères. 
M.  Lie,  professeur  à  l'Université  de  Christiania,  a,  le  pre- 
mier, considéré  la  sphère  comme  un  élément  de  Tespace,  et 
il  a  su  établir  les  relations  les  plus  intéressantes  entre  la 
géométrie  des  sphères  et  celle  des  lignes  droites.  Ne  voulant 
développer  ici  que  mes  recherches  personnelles,  je  me  suis 
borné,  dans  les  dernières  Notes  de  cet  ouvrage,  à  l'élude 
des  cyclides,  de  leurs  normales,  de  leurs  sphères  tangentes, 
et  des  courbes  remarquables  qu'on  peut  tracer  et  déterminer 
sur  ces  surfaces. 

La  deuxième  et  la  quatrième  Partie  sont  précédées  d'une 
courte  Notice  historique.  Quelques  remarques  et  rectifica- 
tions portant  sur  des  travaux  dont  j'ai  eu  connaissance  après 
avoir  terminé  sont  placées  à  la  fin  des  Notes. 

Je  serais  heureux  de  voir  ce  travail,  dont  je  sens  autant 
que  personne  les  imperfections,  accueilli  avec  bienveillance 
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par  les  géomètres.  Puisse-t-il  amener  quelques-uns  d'entre 
eux  à  des  études  qui  forment  un  intermédiaire  et  un  lien 
naturel  entre  ia  théorie  des  quadriques  et  celle  des  surfaces 
de  degré  supérieur,  empruntant  aussi  au  rang  qu'elles 
occupent  une  importance  et  un  intérêt  qu'on  ne  saurait 
méconnaître. 

12  juin  1872. 


SUR  UxNE  CLASSE  REMARQUABLE 

DE  COURBES  ET  DE  SURFACES  .ALGÉBRIQUES 

F.T    SU  H 

LA  THÉORIE  DES  IMAGINAIRES 


PREMIÈRE  PARTIE. 

De  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
des  foyers  et  des  focales. 


i. 

De  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  dans  le  plan. 

On  sait  que  les  foriiiiiles  de  la  traiisforiiiîilion  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  prises  dans  le  cas  le  plus  simple,  sont 
les  suivantes, 

x^  +  y'  x^-ï-  y^ 


où  ^  ,  i/ ,  X  ,  Y  désignent  les  coordonnées  ordinaires  de  deux 
points  correspondants.  On  peut  les  éci-ire  de  la  manière  sui- 
vante, 

x  —  yi  x-+-y< 

et,   sous  cette  forme,  on  reconnaît  immédiatement  qu'à  un 
point,  pris  dans  Tune  des  figures,  ne  correspond  qu'un  point 
de  1  autre. 
La  transformation  précédente  olfre  le  cas  le  plus  simple,  et 

l 
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auquel  peuvent  se  ramener -tous  les  autres,  des  iransforinations 
du  second  ordre.  On  définit  ainsi  Ic-^  transformations  dans  les- 
quelles à  un  point  lApond  un  seul  point,  et  à  une  droite  une 
conique.  Désignons  par  I  et  .1  les  points  à  rinfmi  sur  le  cercle, 
et  par  0  le  pôle  de  transformation;  à  une  droite  correspond, 
en  général,  un  cercle  passant  par  le  pôle,  c'est-à-dire  une 
conique  passant  par  les  trois  points  0  , 1 ,  J.  Mais  il  y  a  trois 
séries  de  droites  auxquelles  correspondent  d'autres  droites  : 
1°  les  droites  passant  par  le  pôle  0  ;  2»  les  droites  passant  par 
le  point  I,  auxquelles  correspondent  des  droites  passant  par  le 
point  J;  3°  les  droites  passant  par  le  point  J,  auxquelles  cor- 
respondent des  droites  passant  par  le  point  1. 

D'après  cela,  à  un  cercle  de  rayon  nul,  formé  de  deux  droites 
passant,  l'une  par  le  point  I,  l'autre  par  le  point  J,  correspondra 
aussi  un  cercle  de  rayon  nul.  Toutes  ces  remarques  sont, 
d'ailleurs,  des  conséquences  immédiates  des  formules  de 
transformation  (1). 

Désignons  par  n  l'ordre  d'une  courbe  à  équation  réelle,  et 
qui  passera  le  même  nombre  de  fois  par  les  points  imaginaires 
conjugués  I  et  J.  Soient  i  le  nombre  des  branches  de  courbe 
se  croisant  en  un  des  points  I  ou  J,  o  le  degré  de  multiplicité 
du  pôle  (o  sera  nui,  si  la  courbe  ne  passe  pas  au  pôle).  Dési- 
gnons pra'  v\o\i'  les  nombres  analogues  pour  la  courbe 
transfoiniée.  Ces  nombres  vérifient  les  formules  suivantes, 
qui  s'appliquent  à  toutes  les  transformations  du  second  ordre, 

i'  =^  il  —  ?  —  0  , 
o'  =  n  —  2/  , 
n'  ^=2.71  —  2^  —  0  . 

Ainsi,  à  une  conique  quelconque  correspond  une  courbe  du 
quatrième  ordre  ayant  trois  points  doubles,  le  pôle  et  les  deux 
points  l  et  J;  mais  si  la  conique  passe  au  pôle,  la  transformée 
est  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double  au 
pôle,  et  passant  une  seule  fois  par  les  points  ï  et  J.  Si  elle  est 
un  cercle,  la  transformée  est  un  cercle,  ou  une  ligne  droite. 
si.  ce  cercle  passe  au  pôle. 
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2. 

Des  foyers. 

On  sait  qu'on  nomme  foyers  d'une  courbe  plane  les  points 
pour  lesquels  deux  des  tangentes  menées  à  la  courbe  ont 
4-  i  et  — t  pour  coefficients  angulaires,  c'est-à-dire  passent  par 
les  deux  points  1  et  J.  En  d'autre.-?  termes,  si  des  points  ï  et  J 
on  mène  deux  faisceaux  de  tangentes  à  la  courbe,  les  points 
d'intersection  des  droites  do  ces  deux  faisceaux  sont  les  foyers 
de  la  courbe.  Si  celle-ci  est  de  la  m*"""  classe,  et  qu'elle  passe  i 
fois  par  chacun  des  points  I  et  J,  on  ne  pourra  lui  mener  de 
chacun  de  ces  points  que  m  —  2t  tangentes.  Il  y  aura  donc  en 
tout  {m  —  2ty  fayers;  mais  m  —  2t  seulement  de  ces  foyers 
seront  réels  ;  car  sur  chacune  des  tangentes  à  la  courbe  menées 
d'un  point  I,  il  y  a  uu  foyer  réel,  et  un  seul,  qui  est  à  l'inter- 
section de. cette  droite  et  de  la  droite  imaginaire  conjuguée. 

Par  exemple,  les  courbes  du  second  degré  ont  quatre  foyers, 
et  deux  seulement  sont  réels.  Il  est  bien  entendu  d'ailleurs 
que,  dans  les  formules  préc-édentes,  les  points  I  et  J  sont  des 
points  multiples  ordinaires  pour  la  courbe  considérée.  Nous 
allons  donner  un  exemple. 

Considérons  les  courbes  du  A*^  ordre  qui  admettent  pour 
points  doubles  les  deux  points  I  et  J.  Ces  courbes  sont  de  la 
8®  classe,  et  de  chacun  de  ces  points  on  pourra  leur  mener  4 
tangentes,  qui  se  couperont  en  16  points.  Ces  courbes  auront 
donc  16  foyers,  dont  4  seulement  sont  réels.  Ces  4  foyers  réels 
détermineront  d'ailleurs  tous  les  autres. 

Au  contraire,  les  ovales  de  Descartes  ont,  d'après  une 
remarque  faite  par  M.  Cayley,  les  deux  points  1  et  J  pour  points 
de  rebroussement.  De  chacun  de  ces  points,  on  ne  pourra  leur 
mener  que  trois  tangentes.  Ces  courbes  auront  donc  seulement 
9  foyers,  dont  3  seront  réels. 

Quand  la  courbe  passe  par  les  d(Mix  iioitils  I  et  J,  les  tan- 
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gentes  à  la  courbe  menées  en  ces  deux  points  forment  deux 
faisceaux  de  i  droites,  qui  sont  des  asymptotes  de  la  courbe. 
M.  Laguerre  a  proposé  d'appeler  foyers  singuliers  les  points 
d'intersection  des  droites  de  ces  deux  faisceaux.  Il  y  a  donc 
i'  foyers  singuliers;  i  seulement  sont  réels  et  peuvent  être 
considérés  comme  des  cercles  de  rayon  nul,  à  centre  réel, 
doublement  tangents  à  la  courbe  aux  deux  points  I  et  J. 

Le  cercle,  par  exemple,  a  un  foyer  singulier  à  son  centre  ; 
les  courbes  du  quatrième  ordre,  ayant  pour  points  doubles  les 
deux  points  I  et  J,  ont  deux  foyers  singuliers  réels,  etc. 

Les  foyers  ordinaires  jouissent  d'une  propriété  très  impor- 
tante. Si  on  transforme  une  courbe  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, les  transformées  des  foyers  sont  les  foyers  de  la 
courbe  transformée.  Cela  est  évident,  si  l'on  considère  les 
foyers  comme  des  cercles  de  rayon  nul.  Cependant,  si  l'on 
place  le  pôle  en  un  des  foyers,  ce  foyer  disparaît,  et  est 
remplacé  par  un  rebroussement  (deux  branches  tangentes 
en  I  et  J). 

La  proposition  précédente  ne  s'applique  d'ailleurs  qu'aux 
foyers  ordinaires  ;  les  foyers  singuliers  d'une  courbe  ne  devien- 
nent pas  les  foyers  singuliers  de  la  transformée. 


3. 

De  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  dans  l'espace. 

Voici  comment  on  peut  définir  géométriquement  cette 
transformation,  qui  est  comprise  comme  cas  particulier  dans 
Vinvolution  quadriqxie  de  M.  Hirst. 

Considérons  une  surface  du  second  degré,  et  le  cône  du 
second  degré  circonscrit  à  cette  surface  suivant  une  coni- 
que (C)  et  ayant  son  sommet  en  0.  Menons,  par  le  point  0, 
une  droite  quelconque  qui  coupe  la  surface  aux  deux  points 
M  ,  M',  et  prenons  sur  cette  droite  deux  points  A  ,  A',  divisant 
harmoniquement  le  segment  MM'.  Nous  aurons  une  transfor- 
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mation  dans  laquelle  ù  un  point  a  correspondra  un  seul  point 
a' ,  et  réciproquenaent.  D'ailleurs,  cette  transformation  sera, 
d'après  une  heureuse  expression  de  M.  Transon,  une  transfor- 
mation involutive,  c'est-à-dire  qu'au  point  a  considéré,  soit 
dans  la  première,  soit  dans  la  seconde  ligure,  correspondra 
toujours  le  même  point  a' . 
Si  l'on  suppose  maintenant  que  la  surface  du  second  degré 


soit  une  sphère,  que  0  soit  le  centre  de  cette  sphère,  on 
obtiendra  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
En  effet,  si  par  le  centre  d'une  sphère  on  mène  un  diamètre 
MM',  deux  points  a  ,  a',  conjugués  par  rapport  au  segment 
MM',  sont  tels  que 

Oa  .  Oa'  ~K' , 

R  étant  le  rayon  de  la  sphère.  On  peut  donc  supposer  que  la 
surface  du  second  degré  considérée  plus  haut  devienne  une 
sphère,  que  0  soit  le  centre;  alors  la  courbe  de  contact  (C)  du 
cône  de  sommet  0  circonscrit  à  la  sphère  sera  le  cercle  imagi- 
naire à  l'infini,  et  l'on  aura  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques. 

Étudions  d'abord  la  correspondance  entre  les  points  : 

1"*  Au  pôle  0  correspondent  tous  les  points  du  plan  de  con- 
tact, c'est-à-dire  du  plan  de  l'infini. 

2*»  Les  seuls  points  qui  se  correspondent  à  eux-mêmes  sont 
situés  sur  la  surface  du  second  degré,  c'est-à-dire  sur  la  sphère. 

3"  A  tout  point  a  situé  sur  le  cône  circonscrit  (c'est-à-dire 
sphère  de  rayon  nul  ayant  son  centre  au  pôle)  correspond  un 
point  a'  situé  sur  le  cercle  de  l'infini  (G). 
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Mais  au  point  a'  correspondent  tous  ie.<  points  de  la  droite 
Oa'.  Car  les  points  d'intersection  de  la  surface  et  de  la  droite 
Oa'  sont  confondus  en  a',  et  par  conséquent  le  conjugue  har- 
monique de  a'  est  indéterminé  sur  la  droite  Oa' . 

On  voit  donc  qu'il  existe  des  points  pour  lesquels  le  point 
homologue  est  indéterminé  :  le  pôle,  auquel  correspondent 
tous  les  points  d'un  plan,  le  plan  de  Tinfini;  et  les  points  du 
cercle  de  Tinfini  (G),  auxquels  peuvent  correspondre  lous  les 
points  d'une  droite,  celle  qui  les  joint  au  pôle. 

Nous  allons  étudier  maintenant  les  transformées  de  quel- 
ques figures  simples,  et  nous  commencerons  par  la  ligne 
droite. 

Considérons  d'abord  une  droite  mnpq  ,  rencontrant  la  sphère 
fondamentale  en  m ,  n ,  et  son  (x^ne  asymptote  en  p ,  q  .  h. 
cette  droite  correspondra  une  courbe  plane,  une  conique  située 
dans  ie  plan  de  la  droite  et  du  pôle.  Les  points  m  et  n  se  cor- 
respondent à  eux-mêmes.  Les  points  p ,  q  ont  leurs  homolo- 
gues p\q'  sur  le  cercle  de  l'infini.  Enfin,  le  point  à  l'infini  sur 
la  droite  a  pour  homologue  le  pdle  0 .  On  voit  donc  qu'à  la 
droite  correspond  la  conique  passant  par  les  cinq  points 
0  ,  m  ,  w  ,  p',  ^'.  Celte  conique  est  un  cercle,  puisqu'elle  coupe 
aux  deux  points  p\q'  le  cercle  de  l'infini.  Examinons  dans 
quels  cas  elle  se  décompose. 

1"  SI  la  droite  proposée  passe  par  le  pôle,  elle  se  correspond 
à  elle-même. 

2°  Si  la  droite  coupe  le  cercle  de  l'infini  en  un  point  a ,  à  ce 
point  correspondront  tous  ceux  de  la  droite  Oa.  Le  cercle 
correspondant  à  une  droite  se  décomposera  :  1°  en  la  droite 
Oa;  2**  en  une  autre  droite  qu'on  détermine  de  la  manière 
suivante  ;  la  première  coupe  la  sphère  fondamentale  en  un 
point  m,  qui  se  correspond  à  lui-même,  et  le  cône  asymptote 
en  un  point  ô  qui  a  pour  homologue  le  point  b'  situé  à  l'infini 
sur  le  cercle  (C)  et  sur  la  droite  06.  Ainsi  à  la  droite  ynba 
correspond  une  droite  mb'  rencontrant  aussi  le  cercle  (G). 
Oii  voit  donc  qu'à  une  droite  coupant  le  cercle  de  Tinfiiii 
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correspond  une  autre  droite  coupant  le  cercle  de  T infini  en  un 
autre  point. 

Tels  sont,  comme  on  s'en  assurera  aisément,  les  seuls  cas 
dans  lesquels  à  ùûe  droite  corresponde  une  autre  droite. 

Les  lignes  que  nous  venons  de  trouver  jouent  d'ailleurs  un 
rôle  des  plus  importants  dans  la  géométrie  métrique;  nous 
aurons  ù  les  employer  fréquemment  et  à  les  considérer  soit 
comme  les  génératrices  rectilignes  imaginaires  des  sphères, 
soit  comme  jouissant  de  cette  propriété  que  la  distance  de 
deux  quelconques  de  leurs  points  situés  à  distance  finie  est 
nulle.  Nous  ?tllons  établir  ces  propositions. 

Une  sphère  contenant  toujours  le  cercle  (C),  on  voit  que 
toutes  les  génératrices  rectilignes  des  sphères  seront  assujetties 
à  rencontrer  ce  cercle.  D'autre  part,  étant  donnée  une  droite  A 
rencontrant  le  cercle  (C),  il  est  clair  qu'on  pourra  construire 
une  infinité  de  sphères  contenant  cette  droite,  et  dont  les 
centres  seront  dans  le  plan  tangent  mené  par  la  droite  /^  au 
cercle  (G). 

En  particulier,  toute  droite  rencontrant  le  cercle  (C)  pourra 
être  placée  sur  une  sphère  de  rayon  nul  (cône  ayant  (G)  pour 
base),  ayant  son  centre  en  un  quelconque  de  ses  points,  et  par 
conséquent  tous  les  points  situés  à  distance  finie  sur  cette 
droite  seront  à  une  distance  nulle  de  l'un  d'eux. 

Après  avoir  examiné  les  droites,  considérons  une  courbe 
quelconque,  et  supposons  qu'elle  rencontre  le  plan  de  l'infin! 
on  p  points  non  situés  sur  le  cercle  (C),  et  en  i  points  sur  ce 
cercle.  Son  ordre  n ,  c'est-à-dire  le  nombre  de  points  dans 
lesquels  elle  est  rencontrée  par  un  plan  sera  doncp-f-i. 
Supposons,  en  outre,  qu'elle  coupe  le  cône  asymptote  de  ki 
sphère  en  r  points,  et  que  le  nombre  de  ses  branches  passant 
au  pôle  soit  égal  à  q .  Désignons  par  des  lettres  accentuées  les 
mêmes  nombres  pour  la  transformée.  On  aura 

g'  =p  ,      p'  =q  ,      i'  ^  ^       i=^r'  , 
'.      n'  =  n  k-q'  —q  ,      p  4-  i  =z  n  ,      p'  +  i'  =. n' . 

îNuus  écartons,  bien  entendu,  les  particularités. 
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Appliquons  les  principes  précédents  à  la  courbe  d'intersec- 
iion  d'une  sphère  et  d'une  surface  du  second  ordre.  L'ordre  de 
cette  courbe  est  4;  elle  coupe  le  plan  de  l'infini  en  quatre 
points  situés  sur  le  cercle  (G),  le  cône  circonscrit  (OC)  en 
quatre  points.  On  a  donc  généralement 

et,  par  suite, 

p'  — 0,      j' =  4  ,      r'  =  'k,      n'  —  k,      q' =:0  . 

La  transformée  sera  donc  une  courbe  sphérique  analogue, 
et  nous  verrons  que  cette  nouvelle  courbe  se  trouve  aussi  sur 
une  infinité  de  surfaces  du  second  degré. 

Si,  au  contraire;  on  prend  pour  pôle  un  point  de  la  courbe, 
la  transformée  est  une  cubique  plane,  passant  par  les  deux 
points  à  l'infini  sur  le  cercle,  ou  cubique  circyidaire.  Nous 
reviendrons  d'ailleurs  sur  ces  questions. 

Les  formules  relatives  aux  surfaces  se  trouveni  aussi  sans 
difficulté.  On  pourra  consulter  un  article  de  M.  Moutard  sur  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  {Nouvelles 
Annales  de  Mathémo tiques,  1864.) 

4. 

Des  focales  des  courbes  et  des  surfaces. 

Nous  avons  vu  que,  dans  la  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  les  droites  qui  rencontrent  le  cercle  de 
l'infini  se  transforment  en  des  droites  rencontrant  le  même 
cercle.  Ainsi  les  surfaces  réglées  formées  de  ces  droites  se 
transforment  en  surfaces  réglées. 

On  peut  compléter  ce  résultat,  et  démontrer  que  les  surfaces 
développables  formées  de  ces  droites  se  transforment  en  surfaces 
développables.  Car  de  telles  surfaces  développables  peuvent 
être  considérées  comme  les  enveloppes  des  sphères  de  rayon 
nul  (ou  cônes  ayant  (G)  pour  base),  ayant  leurs  centres  sur 
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l'arète  de  rebroussement  de  la  développable.  Or  ces  sphères  de 
rayon  nul  se  transforment  en  sphères  de  rayon  nul  :  ce  qui 
démontre  la  proposition. 

Les  développables  remarquables  que  nous  venons  de  consi- 
dérer se  présentent  dans  un  grand  nombre  de  questions.  Nous 
les  appellerons  développables  focales,  et  nous  allons  d'abord 
nous  en  servir  pour  donner  la  définition  des  focales  d'une 
surface. 

On  ne  connaissait  les  foyers  que  dans  les  courbes  du  second 
degré,  quand  Plucker  donna  de  ces  points  une  définition  qui 
s'étend  à  toutes  les  courbes.  On  généralise  de  même,  et  sans 
difficulté,  la  notion  de  focale  due  à  M.  Chasles  pour  les  surfaces 
du  second  degré,  en  donnant  des  focales  la  définition  suivante, 
que  nous  avons  proposée  dans  une  Note  insérée  en  I86i  aux 
Comptes  rendits  de  l  Académie  des  Sciences. 

Circonscrivons  à  une  surface  quelconque  cl  au  cercle  (G) 
une  surface  développable.  Cette  surface  aura  des  lignes  doubles 
(jui  suffiront  à  la  déterminer,  et  qu'on  appellera  les  focales  de 
la  surface.  Par  chaque  tangente  de  la  focale  on  peut  mener 
deux  plans  tangents  communs  à  la  surface  et  au  cercle  de 
l'infini. 

Nous  appellerons  foyer  d'une  surface  tout  point  de  la  focale. 
11  est  clair  que  le  foyer  peut  aussi  être  défini  le  centre  d'une 
sphère  nulle  doublement  tangente  à  la  surface. 

Il  est  inutile  d'indiquer  que  la  définition  précédente  con- 
corde avec  celles  qui  ont  été  adoptées  pour  les  surfaces  du 
second  degré. 

5. 

Propriétés  des  développables  focales. 

Étudions  d'abord  les  propriétés  principales  des  développa- 
bles singulières  qui  nous  ont  permis  de  définir  les  focales. 
Leurs  plans  tangents  sont  circonscrits  au  cercle  de  l'infini  que 
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nous  appellerons  aussi  le  cercle  (G).  Ce  cercle  (G)  d'ailleurs 
intervient,  comme  on  sait,  dans  la  définition  des  angles  et  de 
la  perpendicularité.  Si  un  plan  coupe  lo  plan  deTiniini  suivant 
une  droite  A  -,  toute  perpendiculaire  à  ce  plan  vient  rencontrer 
le  plan  de  l'infini  au  pôle  de  A  pyj'  rappor-t  au  cercle  (G).  Il 
suit  de  là  qu'un  plan  devient  parallèle  à  sa  perpendiculaire  dès 
qu'il  passe  par  une  tangente  au  cercle  (G). 

On  voit  donc  que  les  normales  à  nos  surlace^  développables 
focales  coïncideront  avec  les  génératrices  rectilignes  de  ces 
surfaces. 

D'ailleurs,  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  étant  telle 
que  sa  tangente  va  toujours  rencontrer  le  ceicle  de  Tinfini,  en 
tout  point  de  cette  courbe  on  aura 

Js-.-r^O  , 

et,  par  conséquent,  un  arc  quelconque  de  cette  arête  de  rebrous- 
sement sera  nul. 

En  partant  de  cette  propriété  de  l'arùte  de  rebroussement, 
on  peut  iodiquer  la  forme  caractéristique  que  prend  sur  les 
développables  focales  la  formule  qui  donne  la  distance  de 
deux  points  infiniment  voisins.  Gar  soient  œ  ,y  ,z  les  coor- 
données, fonctions  d'un  paramètre  u,  d'un  point  de  rebrous- 
sement, on  aura 


0'^0-(â=» 


et  d'ailleurs  tout  point  de  la  développable  focale  est  défini  par 
les  valeurs  suivantes  des  coordonnées  : 

^  dxi  du  du 


d'où  l'on  déduit 
ou 


3)  4S'=  '/.\{U)du-  . 
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On  voit  que,  si  l'on  change  de  variable,  on  a  la  ferme  plus 
générale 

(4)  dS=iado^  +  bd^)^. 

Cette  forme  est  d'ailleurs  caractéristique  des  développablcs 
étudiées;  car  elle  entraîne  cette  propriété,  qu'en  chaque  point 
de  la  surface  il  y  aura  une  seule  direction  pour  laquelle  dS 
sera  nul;  en  d'autres  termes,  le  plan  tangent  sera  constamment 
circonscrit  au  cercle  de  l'infini. 

ToîUes  les  lignes  tracées  sur  la  surface  seront  des  lignes  de 
courbure;  car  les  norn^ales  à  la  surface  en  tous  leurs  points, 
engendrant  la  surface  elle-même,  formeront  toujours  une  surface 
développable. 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  circonscrit  à  une  surface  quelconque 
une  développable  focale,  la  courbe  de  contact  des  deux  sur- 
faces sera  une  ligne  de  courbure  commune  aux  deux  surfaces; 
d'où  le  théorème  suivant  : 

Sur  loule  surface,  on  peut  déterminer  en  termes  finis  une 
ligne  de  courbure  imayinarre,  et  celle  ligne  est  la  courbe  de 
contact  de  la  surface  avec  la  développable  focale  circonscrite  (*). 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  ligne  de  courbure  est 
distincte  de  l'enveloppe  des  lignes  de  courbure  (quand  les 
lignes  de  courbure  ont  une  enveloppe).  Elle  donne  donc  une 
solution  particulière  de  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure. 

Considérons,  par  exemple,  la  surface  du  second  degré  dont 
l'équation  est 

.r*  y^  3" 

a —  A      b  —  l     c  —  / 

Exprimons  que  le  plan  tangent  est  parallèle  aux  plans 
asymptotes  de  la  sphère;  nous  trouvons 


(')  Voir  la  communication  aux  Compter  rendus,  1864,  et  un  travail  de 
l'auteur  dans  les  Annales  de  l'ÈuAe  iSormak,  inèu:c  aniicc. 
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Cette  équation  leprésente  un  cône,  qui  coupera  la  surface 
suivant  une  ligne  imaginaire,  laquelle  sera  ligne  de  courbure. 
En  effet,  prenons  Tintersection  de  la  surface  précédente  (5) 
avec  une  autre  surface  hornofocale 

r^t  yt  2* 


a  — y      b  —  a'      c  — 
L'intersection  des  deux  surfaces  se  trouve  sur  le  cône 


+ 


(a  — i)(a  — A')      {b-'i){b  —  l'}     (C-  — ).)(c  — A') 

et  lorsque  /  se  rapproche  de  /,',  on  a  la  ligne  de  courbure 
indiquée  plus  haut,  qui  est,  comme  on  voit,  l'intersection  de 
la  surface  avec  la  surface  hornofocale  infiniment  voisine. 

La  considération  du  cercle  de  Tinfini  permet  encore  de 
trouver  une  classe  importante  de  lignes  géodésiques.  Suppo- 
sons que,  sur  une  surface  donnée,  on  sache  intégrer  Téquation 

On  obtiendra  sur  cette  surface  deux  séries  de  lignes  de  lon- 
gueur nulle.  Je  dis  qu  on  doit  les  considérer  comme  des  lignes 
géodésiques,  correspondantes  au  cas  où  la  force  vive  est 
nulle.  En  effet,  le  plan  osculateur  de  ces  lignes  est  parallèle  à 
deux  tangentes  infiniment  voisines,  c'est-à-dire  à  deux  géné- 
trices  infiniment  voisines  du  cône  asymptote  de  la  sphère. 
Donc,  si  l'on  mène  dans  le  plan  tangent  à  une  surface  en  M 
la  droite  ^  allant  rencontrer  le  cercle  de  l'infini,  le  plan 
mené  par  cette  droite  tangentiellement  au  cercle  de  l'infini 
sera  le  plan  osculateur  de  la  ligne  de  longueur  nulle  passant 
en  M  et  tangente  à  la  droite  $.  Ce  plan  osculateur,  étant  nor- 
mal à  la  droite  o,  sera  donc  normal  au  plan  tangent.  Les  lignes 
de  longueur  nulle  considérées  possèdent  donc  la  propriété 
caractéristique  des  lignes  géodésiques. 
Le  calcul  conduit  au  même  résultat.  Soit,  sur  une  surface, 

(7)  ds*=l{dx*  +  (ly*) 

l'expression  (!(.'  la  distance  de  deux  points  infimment  voisins. 
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On  a,  pour  trouver  les  lignes  géodésiques,  à  intégrer  Téquation 

Cette  équation  s'intègre,  quel  que  soit  /,  quand  c  est  nul,  et 
elle  conduit  aux  lignes 

dx''  +  dy^=0  . 

Revenons  aux  surfaces  développables,  et  imaginons  une 
courbe  quelconque  tracée  sur  ces  surfaces.  Cette  courbe  aura 
pour  normales  les  génératrices  de  la  surface.  Donc 

L'arête  de  rebroussement  de  la  développalde  est  une  déve- 
loppée commune  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  cette  surface. 

Si  l'on  prend,  en  particulier,  une  section  plane  quelconque, 
il  résulte  de  la  proposition  précédente  que  sa  développée  sera 
la  projection,  sur  le  plan  de  la  section,  de  Tarête  de  rebrous- 
sement de  la  surface,  et,  par  conséquent,  les  sections  de  la 
développable  par  des  plans  parallèles  se  projetteront  sur  l'un  de 
ces  plans  suivant  des  courbes  parallèles. 

De  même,  si  Ton  coupe  la  développable  par  une  sphère,  la 
développée  sphérique  de  la  courbe  de  section  sera  la  projection 
conique  de  l'arête  de  rebroussement,  le  centre  de  projection  étant 
le  centre  de  la  sphère.  Cela  résulte  de  ce  que  la  surface  polaire 
(ou  lieu  des  développées)  d'une  courbe  sphérique  est  un  cône. 

Il  résulte  de  là  que  les  sections  par  des  sphères  concentriques 
se  projettent  coniquement  sur  une  de  ces  sphères  suivant  des 
courbes  sphériques  parallèles  C). 

Ces  remarques  vont  nous  permettre  de  donner  quelques 
propriétés  et  en  quelque  sorte  la  représentation  de  la  surface 
développable  circonscrite  à  deux  surfaces  du  second  degré. 
Cette  développable  a  pour  ligne  double  une  conique.  Son  arête 


l*)  Voir  des  cas  particuliers  de  ces  propositions  énoncés  par  M.  Moutard 
fNouvelles  AnnalesJ,  par  M.  Laguerre  fBuUetin  de  la  Société  PhilomathiqueJ , 
et  par  l'auteur  dans  le  travail  cité  de  1864  (Annalen  de  l'École  Normale  supé- 
rieure!. 
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'it'  rebroassement  se  projette  suivant  la  développée  de  cette 
conique,  et,  pour  avoir  un  point  de  cette  arête,  il  faudrait 
élever  en  chaque  centre  de  courbure  une  perpendiculaire 
légale  au  rayon  de  courbure  multiplié  par  zbK — 1.  La  déve- 
loppée étant  du  6^  ordre,  Farèlé  de  rebrousseinent  est  du  12  . 
Quant  à  Téquation  de  la  surface,  elle  est  en  quelque  sort^ 
identique  à  celle  des  courbes  parallèles  à  Tellipse.  Si  R 
désigne  la  distance  comptée  sur  chaque  normale  de  l'une  de 
ces  courbes  à  l'ellipse,  il  faut  remplacer  R  par  zV — 1 . 

L'arête  de  rebroussement  de  la  développable  focale  circon- 
scrite à  une  surface  fait  évidemment  partie  du  lieu  des  centrer 
de  courbure  de  la  surface.  Il  résulte  de  là  que  toutes  les 
surfaces  des  centres  de  courbure  d'une  série  de  surfaces  homo- 
focales  contiennent  une  même  courbe,  de  longueur  nulle, 
ligne  géùdésique  singulière  pour  chacune  d'elles. 


6. 

Applications  des  propositions  précédentes  à  des  problèmes  conuua. 

Avant  de  continuer  cette  étude,  nous  allons  indiquer  l'em- 
ploi qu'on  peut  faire  des  remarques  précédentes  soit  pour 
expliquer  quelques  résultats  obtenus  par  le  calcul,  soit  pour 
simplifier  la  solution  de  certaines  questions. 

Proposons -nous  d'abord  le  problème  traité  par  Euler  : 
Résoudre  l'équation 

dx^+  dy^  =  ds' , 

c'est-à-dire  trouver   des  expressions  de  x,y,s  en  fonction 
dun  paramètre  6,  débarrassées  de  tout  signe  d'intégration, 

et  satisfaisant  à  l'équation  précédente.  

En  changeant  dans  l'équation  précédente  s  en  zl^ — l ,  elle 
deviendra 

djn'  +  dy'-hdz^=:0, 

et  nous  serons  ainsi  ramenés  à  la  question  suivante  :  Trouver 
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dans  r espace  les  équations  en  termes  finis  des  courbes  de  Imigueiir 
nulle. 

La  solution  de  ce  problème  est  une  conséquence  immédiate 
de  ce  qui  précède. 

On  prendra  un  plan 

(9)  c^.x  +  py  -^iyz  +  ^  —  ^  , 

où  les  coefficients  a  ,  ^  ,  y  ,  (î  seront  des  fonctions  d'un  seul 
paramètre,  satisfaisant  à  l'unique  équation 

(10)  o^  +  p^  —  f. 

L'arête  de  rebroussement  de  la  développable,  enveloppe  de  ce 
plan,  sera  la  courbe  cherchée. 

On  peut  résoudre  dune  infinité  de  manières  l'équation  (10), 
par  exemple,  en  posant 

■y  r=  1  ,        «  =  cos  •  ,        |S  =  sine; 
l'équation  (9)  deviendra,  dans  ce  cas,  en  y  remplaçant  iz 
par  s 
(H)  a;cose  H- ysin  ©  +  .s  + /'(e)  =  0. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  prendre  les  deux  dérivées  successives  par 
rapport  à  y , 

~  X  sin  &  H-  y  ces  e  +  /*  (O)  =  0  , 

—  .rcose  —  y  sin  ô  4-  fia)  -—  0  , 
qui  donjieront 

,     ,=:_/( 6) -/-"(ô), 

(12)  I  a;  :==  /^'f  «)  sin  e  +  f  (e)  ces  e  , 

[y  —  —  p*{Q)  CCS  e  4-  f"{Q)  sin  e . 

C'est  la.  solution  connue. 

Mais  ou  peut  encore  obtenir  d'autres  formes  en  résolvant 
d'une  autre  manière  Téquation  (10),  par  exemple,  en  posant 

.^^ "—t ,         ,^^ ^.-l , 

(a  — 6)(a  — c)  '        {b  —  a){b  —  c) 

p  étant  le  paramètre  variable,  etc. 
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La  ijiôme  uiotiiode  s'étend,  par  analogie,  à  Téquation  plus 
compliquée 

inlrigrée  par  M.  J.-Â.  Serret  (Journal de Liouville,  t.  XUi,  p.  355). 
Si  l'on  considère  la  fonction 

(43)  0LX-\-py  -i-'^z-'r  Ss  +  î  , 

où 

y'  +  P'  +  Z— ô'^rrrO, 

et  où  a  ,  ^  ,  /,  d  ,  -  sont  des  fonctions  d'un  seul  paramètre, 
en  joignant  à  l'équation  (13)  les  trois  premières  dérivées,  on 
aura  ainsi  quatre  équations  qui  donneront  x  ,y  ,z  ,s  an  fonc- 
tion d'un  seul  paramètre,  et  qui  contiendront  deux  fonctions 
arbitraires  d'une  seule  variable.  Par  exemple,  on  pourra 
prendre  : 

(7=1,  K  =  ces  6  ,  jS  —  sin  e  cos  ?»  ,  y  =  sin  9  sin  y  , 
=  =  m.  ?  =  F(^), 
et  l'on  trouvera  des  formules  plus  compliquées  que  celles 
d'Euler,  ayant  cependant  avec  elles  une  analogie  indiquée  par 
la  similitude  des  méthodes.  Mais  il  convienl  de  léserver  les 
développements  que  j'aurais  à  présenter  sur  ces  questions  et 
sur  d'autres  analogues  pour  un  travail  spécial. 

Dans  un  autre  Mémoire  inséré  au  Journal  de  Liôuville  (t.  XIII, 
p.  361),  M.  Serret  a  aussi  été  conduit  à  des  surfaces  réglées 
formées  avec  les  droites  rencontrant  le  cercle  de  l'infini,  et  dont 
la  courbure  est  constante.  Ce  fait  s'explique  naturellement.  La 
sphère  est,  comme  on  sait,  une  surface  réglée  à  génératrices 
imaginaires.  Les  surfaces  trouvées  par  M.  Serret  sont  précisé- 
ment toutes  les  surfaces  réglées  applicables  sur  la  sphère. 

Le  problème  est  donc,  à  notre  point  de  vue,  une  application 
particulière  de  cette  question,  qu'on  sait  maintenant  résoudre 
généralement  :  trouver  toutes  les  surfaces  réglées,  applicables 
sur  une  surface  réglée  donnée. 

Knfin,  considérons  dans  respace  une  courbe  gauche  quel- 
conque (K),  et  menons  par  chaque  tangente  à  la  courbe  les 
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plans  tangents  au  cercle  (C).  On  formera  ainsi  deux  développa- 
bles,  dont  les  deux  arêtes  de  rebroussement  seront  des  lignes 
de  longueur  nulle,  développées  de  la  courbe  (K).  Or  un  calcul 
des  plus  simples  montre  que  la  recherche  des  développées  se 
ramène  à  une  équation  de  Riccati,  et  comme  on  connaît  deux 
solutions  particulières  de  cette  équation,  d'après  ce  qui  précède, 
nous  voyons  que  le  problème  sera  ramené  aux  quadratures  (''). 
Nous  emprunterons  un  dernier  exemple  à  la  théorie  des 
surfaces  applicables.  On  sait  que  le  problème  principal  de 
cette  théorie  consiste  dans  la  détermination  de  l'équation 
différentielle  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée. 
En  d'autres  termes,  étant  donnée  l'équation  différentielle 

(14)  dx'  +  éy'  +  dz'  =  kdu^-h^Edudv  +  A'dv^ , 

on  demande  de  déterminer  l'une  quelconque  des  coordonnées 
X,  y,  z  en  fonction  de  u  et  de  v.  La  méthode  suivante,  pour 
former  l'équation  différentielle  du  problème,  qui  nous  paraît 
plus  précise  et  plus  générale  que  les  méthodes  connues,  expli- 
que en  outre  un  fait  singulier  qui  a  été  signalé  par  Bour. 
L'équation  (14)  peut  s'écrire 

dx""  -h  dif  —  Xdu-  +  ^Bdudv  +  A'dv'  —  dz', 
ou 


(15) 


Si  donc  on  suppose  z  connu  et  exprimé  en  u  et  en  v ,  l'ex- 
pression contenue  dans  le  second  membre  de  l'équation 
précédente   sera   le    ds'  d'une    surface    développable.    Nous 


(')  Cette  remarque  m'a  été  communiquée  par  M.  0.  Bouiiel,  à  qui  l'on 
doit  une  méthode  simple  pour  la  recherche  des  dr^veioppées.  (Voir  BEUTnANi), 
Calcul  dilférentiel,  §  r.23.) 
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n'avons  donc  qu'à  éoriie  Féquatiou  ronnuti  qui  exprime  que  la 
surface  définie  par  la  loimule 

4-(-^:)> 

est  développablp,  c'est-à-dire  a  sa  courbure  nulle,  et  nous  Ibi- 
merons  ainsi  Téquation  nécessaire  et  suftisante  à  laquelle  doit 
satisfaire  ;.  Cette  équation  sera  du  bccond  ordre. 

Buur  a  remarqué  un  fait  qui,  dan.-,  sa  uietiiode.  restait  inex- 
pliqué :  c'est  qur  cette  équrition  dittérentielle  du  second  ordie 
admet  cofunie  ijUégr'ilr  jjiirliciihèrc  réquatiou  aux.  différen- 
tielles p.irlielles  du  premier  ordre  à  laquelle  se  ramène  le 
pioblème  des  ligues  géodésiques.  La  métliode  suivie  explique 
ce  résultat;  car,  pour  trouver  le^  lignes  géodésiques,  on  a  à 
ramener  Texpression 

à  la  forme 

£[,  pa'^  suite. 

devant  è(re  égal  à  Hrfp,  a  devra  satisfaire  à  la  niéme  équation 
différentielle  que  ?,  Texpression  qui  donne  la  mesure  de  la 
courbuie  devenant  nulle  quand  l'élément  <ls'-  devient  un  cairé 
parfait  Hi^'  ^erfiit  même  lélénjent  d'une  développabk-  loi'ale 
de  li-i  nature  de  celles  qui  ont  été  considérées  plus  haut. 

7 

Des  fo^'aies  singulières  des  surfaces. 

Quand  une  surface  algébrique  contient  le  cercle  de  l'infini, 
il  est  avantageux  de  joindre  aux  focales  ordinaires  les  focales 
nommées  singulières  par  M.  Laguerre.  Ces  focales  sont  les 
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lignes  doubles  de  la  développalîW'  circonscritt-  a  ia  surface 
suivant  le  cercle  (C).  La  considération  de  i-es  focales  per-met 
d  iMioncpp  avec  précisioti  Ibs»  théoi'èoies  siiivants  relatifs  aux 
i;i)nes  circoiisci'iî>. 

Soit  lin  côm  circonscrit  à  une  surface.  Pour  avoir  ses 
rocale.>,  il  iaut  lui  meiicj'  des  pions  tangents  c.irconsoits  au 
.•en le  \C'.  \.r>,  li^iies  d'intersection  de  ccs  plans  seront  les 
f(.n.ait'S  du  cAijc.  Ccb  plans  sont  évidemment  les  plans  tangents 
uiiN  deux  di.'Vcloppables  foc^des,  ordinaire  et  singiiîièro,  de  la 
surface  menés  par  le  somrnrd  du  cdne.  On  voit  donc  que  les 
focales  de  tous  les  cônes  circoiiscrit.\  $onl  les  droites  d'inier section 
'Icii  plans  t'iiujeuls  nux  deux  déreloppables  focales  de  la  surface 
mènes  par  le  soniriici  dii  cône. 

l>es  droites  focaltîs  déduites  de  la  focale  singulière  d-'  îo 
surface  peuvent  être  appelées  focales  singulières  du  conc.  On 
voit  que  le  cône  circonscrit  es!  tangent  en  un  certain  nombre, 
de  points  nn  ce\rle  (C),  et  les  plans  tang*;'!rts  an  cône  eii  ces 
jiomts  soid.  ceux  qui  se  coupent  suivant  les  focales  singMlière.> 

Entinja  définition  des  focales  étant  iangeniielle  (c'cst-à-dirf 
n'employiiiil  qii^  les  pluns  tangents;,  !»  -  focales  d'une  cour}>e 
quelconque  se  déterminent  comnu'  celles  des  surfaces  :  ce  sont 
les  lignes  doubhs  de  la  développablc  circonscriie  à  la  courbe  et 
au  cercle  (C).  Celle  développablc  aura  pour  lignes  double.^  h'. 
courbe  proposée  et  d'autres  courbes  qui  seront  les  focales  de 
la  première. 

On  voit  que  les  différentes  lignes  doubles  d'une  dévcloppable 
focale  sont  les  focales  les  unes  des  autres. 

8. 

Des  propriétés  focales  des  systèmes  orthogoiiao. 

Les  développables  focales  jouent  un  rôle  important  dans  la 
théorie  des  systèmes  ortlio^'onanx.  J'ai  indiqué,  daji>^  les  travaux 
antérieurs  déjà  cdes,  quelques  propriétés  focales  des  systejnes 
orthogonaux  que  je  nn^  propose  détendre  et  de  préciser  ici. 
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Soient  d'abord  deux  systèmes  orthogonaux  représentés  par 
une  équation  unique 

f(oc,y  ,Z,Ï)  T--:  0  , 

du  second  degré  en  A.  L'enveloppe  commune  de  ces  deux 
systèmes  est  une  surface  évidemment  imaginaire,  mais  qui  est 
dans  tous  les  cas  une  développabie  focale. 

En  effet,  deux  plans  orthogonaux  coupent  le  plan  de  l'infini 
suivant  deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  (C). 
Pour  que  ces  deux  plans  coïncident,  il  faut  donc  que  leur 
trace  commune  sur  le  plan  de  l'infini  soit  tangente  au  cer- 
cle (C).  L'enveloppe,  ayant  tous  ses  plans  tangents  au  cercle 
de  l'infini,  sera  donc  une  développabie  focale. 

C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  pour  les  systèmes  orthogonaux 
doubles,  compris  dans  une  seule  équation.  Un  de  ces  sys- 
tèmes, par  exemple,  peut  être  défini  de  la  manière  suivante. 
Considérons  toutes  les  surfaces  telles  que  la  somme  ou  la 
difterence  des  normales  menées  de  leurs  points  à  deux  surfaces 
fixes  (S)  ,  (S')  soit  constante.  Ces  surfaces  forment  un  système 
double  orthogonal,  et  les  normales  en  un  point  M  de  l'espace 
aux  deux  surfaces  du  système  qui  y  passent  sont  les  bissec- 
trices de  l'angle  formé  par  les  normales  Mm  ,Um'  aux  deux 
surfaces  fixes  (S)  ,  (S') .  Pour  que  ces  deux  bissectrices,  qui 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  normales 
Mtn ,  Mm'  et  au  cercle  (C),  coïncident,  il  suffit  que  l'une  des 
deux  normales  Mm  ,  Mm'  aille  rencontrer  le  cercle  de  l'infini. 
Donc  l'enveloppe  des  surfaces  du  système  double  contient  les 
deux  développables  focales  circonscrites  aux  deux  surfaces 
fixes. 

Un  de  ces  systèmes,  formé  des  surfaces  dont  l'équation  est 


Vx'-hz'  ±  Vy^  +  z'  =  u, 

a  été  découvert  et  étudié  par  M.  J.-A.  Serret.  Les  surfaces  dont 
il  se  compose  sont  telles  que  la  somme  ou  la  différence  des 
distances  d'un  de  leurs  points  à  deux  droites  fixes  soit  constante. 
Leur  enveloppe  se  compose  des  deux  systèmes  de  deux  plans 
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passant  par  les  deux  droites  fixes  et  tangents  au  cercle  (C). 
Ces  plans  sont  tangents  à  chacune  des  surfaces  en  tous  les 
points  d'une  section  conique. 

Considérons  maintenant  trois  systèmes  orthogonaux  et 
supposons  que  les  deux  premiers  seulement  soient  représentés 
par  une  seule  équation;  alors,  l'enveloppe  du  système  unique, 
formé  par  les  surfaces  des  deux  premiers  systèmes,  sera  une 
développable  focale.  Je  dis  que  cetie  développable  sera  coupée 
suivant  des  droites  par  les  surfaces  du  S'  système. 

En  eflet,  soit  M  un  point  de  l'enveloppe  développable.  En 
ce  point  passent  deux  surfaces  du  système  double,  tan- 
gentes à  la  développable,  et  ayant  pour  normale  la  généra- 
trice rectiligne  de  cette  développable.  Par  suite,  la  troisième 
surface  normale  aux  deux  premières  coupera  leur  enveloppe 
développable  suivant  une  courbe  tangente  en  chaque  point  à 
la  génératrice  rectiligne.  Cette  courbe  ne  peut  donc  se  compo- 
ser que  d'un  certain  nombre  de  génératrices  rectilignes,  et 
exceptionnellement  de'l'arête  de  rebroussement.  Donc, 

Quand  on  a  trois  systèmes  de  surfaces  orthogonales,  et  que  les 
deux  premiers  sont  compris  dans  une  seule  équation,  les  surfaces 
des  deux  premiers  systèmes  sont,  au  moins  en  partie,  honiofocales  ; 
leur  enveloppe  est  une  développable  coupée  suivant  des  droites  par 
les  surfaces  du  troisième  système.  Ces  droites  sont  évidemment, 
sur  chaque  surface  du  troisième  système,  des  enveloppes  des  lignes 
de  courbure  de  cette  surface. 

Ces  théorèmes  s'appliquent  a /"or^ïort  au  ca&  où  les  trois 
systèmes  orthogonaux  sont  compris  dans  une  s€ule  équation, 
comme  il  arrive  pour  les  surfaces  du  second  degré,  et  pour  les 
surfaces  du  quatrième  degré  que  nous  étudierons  plus  loin. 
Alors  toutes  les  surfaces  sont  homofocales.  Chacune  d'elles 
touche  l'enveloppe  commune  suivant  une  courbe  (qui  est  une 
ligne  de  courbure,  intersection  avec  la  surface  infiniment 
voisine),  et  la  coupe  suivant  plusieurs  droites.  Les  points 
d'intersection  de  ces  droites  sont  des  ombilics,  puisque  l'indi- 
catrice de  la  surface  en  ces  points  est  un  cercle. 
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Ces  propositions  sojit  naturelleinerit  sujettes  à  beaucoup 
d'exceptions,  comme  toutes  celles  qui  sont  fondées  sur  la 
théorie  des  enveloppes  et  de  la  continuité.  Aussi  ne  faui-il  pas 
leur  donner  une  valeur  absolue,  et,  si  nous  les  avons  exposées, 
c'est  ([ue  le  procédé  de  démonstration  qui  les  donne  nous  a 
paru  susceptible  d'être  employé  dans  les  cas  où  elles  sont  en 
défaut,  et  conduit  alors,  pour  chaque  cas  particulier,  à  des 
remarques  rigoureuses  et  précises.  Nous  les  vérifierons  pour 
un  système  orthogonal  remarquable  dans  la  suite  de  ce  tra- 
vail. On  peut  dès  à  présent  reconnaître  ({u'elles  sont  exactes 
pour  les  surfaces  du  second  degré. 

La  développable  focale  circonscrite  aux  quadriques  homo- 
focales  est  du  8^  ordre.  Elle  est  coupée  par  chaque  plan 
principal  suivant  une  conique,  qui  est  une  courbe  double,  et 
suivant  4  droites,  qui  sont  les  enveloppes  de  toutes  les  sec- 
tions principrdes  des  surfaces  homofocales. 

Elle  touche  chaque  quadrique  suivant  une  courbe  du 
4*  Cidre,  intersection  de  cette  surface,  et  de  la  surface  homo- 
ibcale  infiniment  voisine,  elle  coiipe  la  quadrique  suivant 
8  droites  se  croisant  aux  12  ombilics,  et  ces  droites  sont 
l'enveloppe  de  toutes  les  lignes  de  courbure  de  la  quadrique. 
Ces  ditïérents  résultats  ont  été  établis  par  MM.  Cliasles, 
Cayley,  Grernona  dans  la  géométrie  projective. 


9. 


Des  îjystèmes  orthogonaux,  et  des  lignes  de  courbm-b  sur  une  surface 
quelconque. 


Quel(]ues-unes  des  propriétés  focales  di>s  systèmes  orthogo- 
naux dans  le  pian,  découvertes  par  M.  Kurnmer,  s' ('tendent 
aussi  aux  systèmes  orthogonaux  tracés  sur  des  surfaces  con- 
tinuer = 
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Par  exemple,  si  Ton  a  sin-  une  suriace  <ipux  systèmes  de 
lignes  orthogonales  représentées  par  une  seule  équation,  ces 
lignes  admettent  pour  envelojipe  une  ligne  géodésique. 

Un  des  exemples  les  plus  remarquables  est  fourni  par  les 
lignes  de  courbure  et  Ton  peut  démontrer  le  théorème 
suivant  : 

Quand  les  lignes  de  courbure  ont  une  eMveloppe,  celte  enve- 
loppe se  compose  nécessairement  de  plusietus  lignes  droites 
lUlanl  rencontrer  le  ce.rcle  de  Vlnfini,  à  moins  qu'elle  ne  soil  la 
ligne  de  courbure  singulière,  lieu  des  points  où  le  'plan  langent  à 
la  surface  est  tangent  au  cercle  de  l'infini. 

On  sait,  en  effet,  que.  pour  construire  en  chaque  point  M 
les  directions  des  lignes  de  courbure,  il  l'aut  mener  les  droites 
conjuguées  à  la  fois  par  rapport  au  couple  de  tangentes  prin- 
cipales et  par  rappori  au  cercle  de  rinfini  ou  aux  deux  droites 
qui  joignent  le  point  M  aux  deux  points  du  cercle  de  Cinfiiii 
situés  dans  le  plan  tangent.  Les  deux  directions  des  lignes 
de  courbure  ne  viemient  donc  se  confondre  que  ^i  une  des 
tangentes  principales  au  point  M  va  renconti-er  le  cercle  (C). 
Donc,  si  les  lignes  de  courbui'C  ont  une  enveloppe,  cette  enve- 
loppe sera  à  la  fois  une  ligne  asymptotiqne.  et  une  Ugiie 
géodésique  ds^  ~  0 .  Il  faudra  donc  que  son  plan  osculateui 
soit  à  la  fois  tangent  et  noi'nud  ^  la  surface.  Cela  ne  peut 
arriver  que  de  deux  manières  diftéi  entes  : 

!°  Si  le  plan  osculateur  cin  indélermuié,  alors  Tenveloppc 
esl  une  ligne  droite; 

"2<*  Si  le  plan  tangent  est  aussi  norinal  à  la  surface,  et, 
dans  ce  second  cas,  il  faudra  i(uê  renveloppe  coïncide  jv  ec 
la  courbe  de  contact  de  la  developpablc  focale  circonscrite 
à  la   surface.  Cette  courbe  de  contact  devra  être  une  ligne 

,JS'  r^.-  0  . 

Il  ne  f *ut  pas  oublier,  dans  lapplication  de  oc  théorème, 
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que  généralement  il  n\  a  pas  d'enveloppe  pour  le  système  des 
^  lignes  de  courbure  (^). 


10. 


Des  foyers  des  courbes  sphériques  et  de  la  iransforniation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  des  focales. 

Les  focales  des  courbes  sphériques  se  définissent  comme 
celles  de  toutes  les  autres  courbes.  Mais  on  peut  aussi  définir 
directement  les  foyers  d'uïie  courbe  silnée  sur  la  sphère  sans 
sortir  de  cette  surface,  et  par  la  considération  de  ses  généra- 
trices rectilignes. 

Étant  donnée  une  courbe  sphérique  (G),  menons  les  généra- 
trices rectilignes  des  deux  systèmes  qui  lui  sont  tangentes. 
Ces  génératrices  formeront  évidemment  deux  faisceaux  dont 
les  points  d'intersection  seront  les  foyers  de  la  courbe.  Ces 
points  pourront,  en  effet,  être  considérés  comme  des  cercles 
de  rayon  nui  doublement  tangents  à  la  courbe,  et  ils  seront 
à  l'intersection  de  la  focale  complète,  et  de  la  sphère  qui 
contient  la  courbe  (G).  Ils  resteront  les  foyers,  quand  on 
effectuera  une  transformation  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques. 

Plus  généralement,  les  développables  focales  se  transfor- 
ment, nous  l'avons  vu,  en  développables  focales,  et  par  suite 
les  transformées  des  focales  seront  les  focales  de  la  nouvelle 
surface.  Ce  théorème  s'applique  évidemment  aux  courbes  et 
aux  surfaces. 


(M  Voir  à  ce  sujet  deux  noies  de  l'auteur  dans  les  Comptes  rendus  de 
1870  sur  les  solutions  singulières  des  équations  difrérentielles,  et  des  obser- 
vations de  M.  Catalan,  publiées  dans  le  même  Recueil.  Depuis  la  publication 
de  ces  Notes,  M.  Moutard  a  bien  voulu  me  rappeler  que,  dans  une  conversa- 
tion particulière,  il  m'avait  indiqué,  ce  dont  je  n'avais  nul  souvenir,  que  les 
lignes  de  courbure  n'ont  pas  en  général  d'enveloppe.  C'est,  comme  on  voit, 
un  cas  particulier  important  de  la  proposition  générale  (jue  j'ai  signalée. 
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Soit  donné,  par  exemple,  un  cercle  (H).  Les  plans  tangents  à 
ce  cercle  et  au  cercle  de  l'infini  enveloppent  deux  cônes,  qui 
sont  les  sphères  de  rayon  nul,  passant  par  le  cercle.  Soient 
0 ,  0'  les  centres  de  ces  sphères,  qui  tiennent  heu  de  la  focale 
du  cercle.  Le  système  formé  du  cercle  et  des  deux  points 
0,0'  sur  son  axe  demeurera  invariable  par  toute  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques.  Les  focales  d'un  cône 
contenant  le  cercle  et  ayant  un  point  M  pour  sommet  seront 
les  droites  MO,  MO',  etc.  0). 

Nous  terminerons  ici  cette  étude  sur  les  focales,  que  le 
lecteur  aura  peut-être  trouvée  trop  longue.  Il  nous  a  semblé 
que,  les  imaginaires  ayant  été  nettement  introduites  en  géomé- 
trie, il  convenait  d'en  faire  une  analyse  détaillée  dans  toutes 
les  questions  où  on  les  rencontre. 

Nous  espéroni>  que  les  exemples  déjà  donnés,  et  ceux  que 
nous  développerons  dans  la  troisième  partie  de  ce  travail, 
montreront  qu'il  y  a  avantage  à  préciser  et  à  développer  les 
notions  admises  implicitement  par  un  très  grand  nombre  de 
géomètres. 


(')  Ce  système,  qui  a  élé  considéré  par  MM.  Chasies,  Cayley,  Laguerre,  etc  , 
donne  lieu  à  plusieurs  propriélés.  J'en  ai  signalé  quelques-unes  dans  un 
Mémoire  inséré  aux  Annales  de  l'École  Normale  pour  1870,  t.  I,  2^  série. 


^f3 
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DtliXIÈfflE  PAHTIE. 
Etude  d'une  classe  remarquable  de  courbes  du  4«  ordre. 


H. 

Introduction.  —  Défiuitiofl  des  courbes  à  éîudier. 

Les  coufbes  dont  nous  aHoiis  essayer  de  fairo  luip  théorie 
sont  les  eourbes  du  i*  ordre  qui  résulttMit  de  riutersenUoii 
d'une  sphère  et  d'uue  surface  quelconque  du  second  degré,  et 
les  courbes  planes  qui  se  déduisent  de  C(dles-ci  au  moNen  de 
la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Ces  courbes  sont  très  importantes;  on  les  rejicoidre  dans 
un  grand  nombre  de  questions.  Peut-être  n'avail-on  pas  étudié 
d'mie  manière  coinpiète  leurs  propriétés  métriques  et  focales, 
quand  j'ai  donné,  dans  les  Coinptes  Rendus  et  daii>  les  Nou- 
veUes  Annales  de  1864,  quelques  théorèmes  i;éncraux  qui 
s'appliquent  a  toutes  ces  courbes,  et  qui  les  rapprochent,  par 
leurs  propriétés  focales,  des  courbes  du  second  degré. 

Le  plus  important  de  ces  théorèmes  consiste  dans  la  défer- 
iTiinatioii  àe  leurs  focales,  et  dajis  les  mopri':tf's  nichiques  de 
ces  foealfts,  qui  constituent  une  généralisation  du  beau  théo- 
rème de  M.  Dupin  sur  les  coniques  focales  ou  excentriques 
Depuis  1864,  elles  ont  été  étudiées  par  un  grand  nombre  de 
géomèfres,  MM.  de  la  Gourntrie.  Laguerre,  Moutard,  "te.  \)u 
pourra  consulter  pour  l'historique  de  la  ijuestion  nn  Mémoire 
de  M.  dr  la  Gonrnerie,  insé.é  en  1869  dans  !e  Juainai  de 
Liouviile.  Elles  ont  fait  aussi  l'objet  des  recherches  de  plusieurs 
^B'.nicrlrei  anglais,  au  Jiombre  desquels  je  citeial  MM.  CaseV; 
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Cayley,  Crofton,  Sylvester.  Auprtravanl.  elles  avaient  été  éiu- 
diées  par  MM.  Yan  Rees,  Quetelct,  Chasl<^s,  Oandelin,  etc., 
sous  le  nom  de  spiriqnes.  Quelques-unes  d'eiUre  elles  ont 
même  été  considérées  par  les  anciens  géom.ètres.  On  voit  que 
rhistorique  des  recherches  relatives  à  ces  courbes  t^st  une 
tâche  ardue  et  délicate.  Je  me  contenterai  de  citer  les  travaux 
dont  je  me  serai  inspiré  ou  (|ue  je  connaîtrai.  S'il  y  a  lieu,  une 
note  placée  à  la  fin  du  Mémoire  contiendra  une  liste  des  Mé- 
moires et  des  travaux  se  lapportant  à  ces  courbes,  que  j'appel- 
lerai cycliques  dans  la  suite  de  ce  travail.  Il  y  aura  donc  les 
cycliques  planes  et  les  cycliques  sphériques.  Les  premières  tJtant 
les  transformées  des  secondes,  c'est  des  courbes  spbfn  {ues 
que  je  m'occuperai  d'abord  et  d'une  manière  plus  complète, 

ïl  ne  sera  peut-être  pas  inutile,  pour  donner  une  idée  de 
Fintérèt  qui  s'attache  à  ces  courbes,  d'en  signaler  plusieurs 
d'une  espèce  particulière.  Les  cycHques  planes  comprennent 
la  cubique  circulaire,  la  focale  à  7iœud,  les  ovales  de  Descartes, 
la  cissoide,  la  lemniscate,  Vellipsc  de  Cassini,  les  podaires  ou 
réciproques  de  coniques,  les  sections  planes  du  lore  ou  spiriqucs^ 
le  !iru  des  sommets  des  angles  corjstants  circonscrits  à  une 
conique,  etc. 

Li'S  cycliques  sphériques  comprennent  les  coiiiqucs  spiuhiqafs ^ 
la  fenêtre  de  Viviani,  les  courbes  employées  paî'  M.  William 
iioberts  pour  la  l'eprésentation  des  fonctions  elliptiques  ;  les 
sections  sphériques  du  tore,  de  la  cyclide  de  M,  Dupln,  de 
toutes  les  surfaces  du  -4^  ordre  ayant  le  cercle  de  l'infini  pour 
ligne  double,  et  on  particulier  des  podaires  ou  transformées 
par  rayons  vecteurs  réciproques  des  surfaces  du  second  ordre. 

12. 

Étude  des  cycliques  sphériques. 

On  sait  que,  par  l'intersection  d'une  sphère  el  d'une  surface 
du  second  degré,  on  peut  toujours  faire  pa^iser  quatre  cc'>iies 
réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confondus. 


28  SLR   UNE   CLASSE   REMARQUABLE 

Dans  le  cas  que  nous  avons  à  examiner,  deux  de  ces  cônes 
au  moins  sont  toujours  réels.  On  pourra  donc  substituer  à  la 
surface  du  second  degré  un  cône  réel. 

En  effet,  les  sommets  des  quatre  cônes,  passant  par  l'inter- 
section des  deux  surfaces,  forment  un  tétraèdre  conjugué, 
commun  à  la  surface  et  à  la  sphère.  Si  l'un  des  sommets  est 
imaginaire,  il  y  aura  un  autre  sommet  imaginaire,  conjugué 
du  premier,  et  la  droite  passant  par  ces  deux  sommets  sera 
réelle.  On  peut  donc  toujours  placer  les  quatre  sommets  sur  deux 
droites  réelles,  qui  sont  polaires  Tune  de  l'autre  dans  la  sphère. 

Une  de  ces  deux  dioites  ne  rencontre  donc  pas  la  sphère; 
prenons  sur  cette  droite  les  deux  points  qui  divisent  harmoni- 
quement  les  deux  segments  qu'elle  intercepte  dans  la  sphère 
et  dans  la  quadrique.  L'un  des  deux  segments,  celui  qui  est 
intercepté  dans  la  sphère,  étant  imaginaire,  les  deux  points 
seront  toujours  réels,  et  seront  les  sommets  de  deux  cônes 
réels  (quand  la  courbe  sera  réelle)  passant  par  la  courbe.  Ces 
deux  sommets  seront  évidemment  extérieurs  à  la  sphère. 

Donc,  par  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  de  la  surface 
passent  quatre  cônes.  Deux  de  ces  cônes  au  moins  sont  réels  quand 
la  courbe  est  réelle,  et  ont  leurs  sommets  extérieurs  à  la  sphère. 

Mais  il  est  nécessaire  d'examiner  cette  question  d'une 
manière  plus  complète,  a/in  d'avoir  une  idée  plus  précise  des 
formes  qu'affectent  les  cycliques  dans  tous  les  cas  possibles. 

On  sait  que  les  quatre  cônes  passant  par  l'intersection  de 
deux  surfaces  quelconques  du  second  degré  se  déterminent 
par  la  résolution  d'une  équation  du  4*  degré.  Dans  les  Nour- 
velles  Annales  de  Mathématiques,  1868-69,  M.  Painvin  a  repris 
rétude  de  cette  équation,  et  il  a  examiné  d'une  manière  dé- 
taillée les  différentes  formes  de  la  courbe  d'intersection,  le 
nombre  de  cônes  réels,  la  réalité  de  la  courbe  dans  les  diffé- 
rents cas.  On  peut  ajouter  aux  résultats  obtenus  par  ce  géo- 
mètre les  suivants,  que  nous  donnerons  ici  sans  démonstration. 
Nous  nous  bornerons  au  cas  où  l'équation  du  4^  degré  a  ses 
racines  distinctes. 
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Si  cette  équation  a  ses  quatre  rarines  réelles,  deux  des 
quatre  cônes  au  moins  sont  réels  (voir  le  Mémoire  cité).  Il  ne 
peut  donc  se  présenter  que  les  deux  cas  suivants  : 

i^  Les  quatre  cônes  sont  réels,  et  alors  la  courbe  est  réelle. 
Nous  ajoutons  qu'elle  se  compose  de  deux  branches.  C'est  le 
cas  d'arrachement. 

2"  Deux  cônes  seulement  sont  réels.  La  courbe  est  entière- 
ment imaginaire. 

Si  deux  racines  seulement  sont  réelles,  alors  les  deux  cônes 
ayant  leurs  sommets  réels  sont  réels  ;  les  deux  autres  sont  ima- 
ginaires. Nous  ajoutons  que,  dans  ce  cas,  la  courbe  se  compose 
d'une  seule  branche.  Il  y  a  pénétration  des  deux  surfaces. 

Enfin,  si  les  4  racines  sont  imaginaires,  d'après  M.  Painvin, 
la  courbe  est  toujours  réelle;  mais  on  peut  remarquer  de  plus 
qu'elle  se  compose  de  deux  branches  distinctes. 

En  résumé,  nous  voyons  que  le  tétraèdre  conjugué  commun 
a  toujours  deux  arêtes  réelles.  Quand  deux  seulement  de  ses 
sommets  sont  réels,  il  y  a  pénétration.  Quand  les  quatre 
sommets  sont  imaginaires,  on  a  une  courbe  réelle  à  deux 
branches  distinctes.  Enfin,  quand  les  quatre  sommets  sont 
réels,  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  réelles  dis- 
tinctes, ou  est  entièrement  imaginaire. 

Ainsi,  dans  les  deux  cas  où  les  quatre  cônes  sont  tous 
réels  ou  tous  imaginaires,  la  courbe  se  compose  de  deux 
branches  distinctes.  On  peut  cependant  effectuer  une  distinc- 
tion géométrique  très  importante  entre  ces  deux  cas.  Quand 
les  quatre  cônes  sont  imaginaires,  la  courbe  réelle  d^intersec- 
tion  se  compose  de  deux  branches  coupées  chacune  en  un 
nombre  impair  (1  ou  3)  de  points  par  un  plan  quelconque.  Au 
contraire,  quand  les  cônes  sont  réels,  chacune  des  branches 
est  coupée  par  un  plan  en  un  nombre  pair  (0,  2,  4)  de  points. 

On  voit  que  la  courbe  d'intersection,  dans  le  cas  où  les  4 
cônes  sont  imaginaires,  possède  les  propriétés  de  la  cubique 
gauche,  complétée  au  moyen  d'une  de  ses  sécantes  (elle  se 
réduit,  en  effet,  à  Tensemblc  de  ces  deux  lignes  quand  les 
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deux  l'acines  qui  étaient  iinaginairfR  àtviennent  «égales).  Dai.s 
ce  cas  d'ailleurs  touit^s  les  sipiaces  passant  par  ia  rour-bt^  sont 
des  hyperijoloïdes,  tout  j^lau,  rt  eu  particuliei'  le  plan  de  fia- 
iilni,  otiupe  la  courbe  au  luouis  en  deux  points,  an  plus  en 
quatre  pointrs. 

Ht'Vfr-uons  au  oas  parliculior  que  nous  avons  à  oxanwner  et 
où  l'une  des  snrfaees  ost  une  spiure,  deux  cônes  -seroul  tou- 
jours réels;  on  ne  peut  doucfaire  que  les  hypotlirses  suivaules  ; 

l"  Les  quatre  cdues  sont  réels,  la  courbe  sera  réelle,  et 
composée  de  deux  bran«:lie.s  coupées  chacune  par  un  plan  en 
mi  nombre  pair  de  pûiiits; 

^  Les  sommets  des  quatre  cônes  sont  réels  et  deux  des 
cônes  seulement  réels,  la  courbe  sei-a  unaginaire; 

S"  Le  tétraèdre  conjugue  a  deux  sommets'  réeis  et  >.U;ux 
itnaginaires,  la  courbe  se  Composeia  d"une  seule  branche. 

13 

Do  la  ^ciiération  des  cyoliqnes  ('). 

Nous  désignerons  par  fO)  ,  (D,)  ,  (D,)  ,  (D,)  les  quatre  c^nes 
contenant  la  courbe,  par  rt  ,  o, ,  n, .  a^  leurs  soiniuets  respectifs. 
Si  l'on  mène  tous  ies  plans  tangents  au  cône  (li)  par  exemple, 
ces  plans  tangents  coupent  ta  sphère  suivant  des  cercles  dont 
{'enveloppe  est  la  courbe  que  nous  étudions.  Tous  c*'S  cercles 
coupent  évidemment  à  angle  droit  un  cercle  fixe  de  la  sphère, 
le  r,ercle  de  conlact  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  et  ayant  le 
point  c  pour  sommet.  Houe,  la  cyclique  peut  '''ire  considérée 
comme  Tenvehqtpe  de  cercles  sphériques  ortui-iionaux  à  un  cer- 
cle fixe,  et,  pour  déterminer  ce  système  de  ceicics,  il  sutfira  de 


Ci  On  pourra  con.^iUlt'i-.  s\ir  ceite  qoesUon,  fli(l<j rentes  coninimîii-.uions 
iinpoiluules  de  MM.  Moutar.l,  La^iUt'rre,  Mannheini,  dans  le  Baliehn  iie  la 
Société  Phiiijinathiqti-^ ,  dans  le  Journal  de  LioauiUe,  et  les  travaux  de  l'auteur 
(liua  \t&.  Xuuvellss  Annafei  <le  18B4  et  «laus  les  Annales  de  i'Éiuk  Wonnalg 
supériturCj  t.  IL  III  f»t  IV. 
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trouver  In  lieu  de  Jeiirs  pôles  ou  eenircs  !^j)héfi()ue<.  Gr  ces 
pôles  sphériques  sont  n  rintersection  de  ia  sphère  et  dfs  per- 
pendieulairt'H  abaisséps  du  eentre  de  la'  sphère  sur  les  plans 
tangents.  Us  sont  done  à  l'intersection  '^e  la  sphère,  et  du 
cône  supplnnienlaiic  du  cône  (D)  mené  [lar  le  centre  0  de  la 
sphè-rc.  Le  lieu  des  polos  de  ces  cercles  est  donc  une  conique 
spliérique  (K).  Nous  dé.>iç:nerons  do  même  par  (K,) ,  (K,) ,  (K,) , 
les  3  autres  coni(iues  correspondant  aux  cônes  {b,} .  (D,  > ,  (D,\ . 
Donc  : 

Une  cydiqw'  peut  être  conndrrée,  Pt  dei  manières  différentes^ 
comme  1^ enveloppe  d''  cerdes  orlho/jonn.'  ■  à  un  ccrde  stphérique 
et  ayant  leurs  pôles  sur  une  conique  splurique. 

Les  (ycli<iues  ont  une  propriété  très  Jmportarle.  Kllcs 
demeurent,  sous  certaines  conditions,  invariables  pai'  unf' 
Iransfoprnation  par  rayons  vecteurs  réciprfuiues.  Si  l'on  prend, 
eu  effet,  pour  pôle  de  !a  traiisibrniation  Jc  sommet  de  I  un  des 
quatre  cônes,  a  par  exemple,  et  pour  module  de  la  trun^Cor- 
niation  la  tangente  menée  de  ce  puinl  à  la  >^phèrH,  le  cône  et 
la  sphère  ne  seront  pas  changés,  et  par  conséquent  leur  courbe 
d'intersection  demeurera  aussi  invariable.  Les  (ïycliques  sont 
donc  sur  la  sphère  des  courbes  planes  analogues  aux  courbes 
nommées  (inaUaijnHUiques  par  M.  Moutard,  et  qui  ont  la  pro- 
priété de  se  transformer  v\\  elles-mêmes  quand  on  emploie 
une  translbr;nalion  pai-  ravons  vecteurs  réciproques  tMjnvena- 
biement  choisie. 

Si  Ton  transforme  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  pre- 
nant un  pôle  et  un  module  quelconques,  la  cyclique  «^c  trans- 
forme en  une  autre  cyclique.  En  effet,  la  sphère  se  ti  aiisfovme 
en  une  sphère,  la  surface  du  secorid  degré  se  transforme  en 
une  surface  du  4*=  ordre,  ayant  le  cercle  de  l'infini  pour  li.Lrne 
double.  Or  on  sait  que  les  sections  sphérifjuus  d'une  telle 
surface  peuvent  toujoui-s  être  placées  sur  un  cône  dn  second 
degré. 

Cependant,  si  le  pôle  est  placé  suj'  la  sphère  qui  contient  la 
cyclique,  celle-ci  se  transforme,  si  le  pôle  nVst  pas  sur  ia 
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cyclique,  en  une  courbe  plane  du  4'  ordre,  ayant  pour  points 
doubles  les  deux, 'joints  à  l'infini  sur  le  cercle.  En  effet,  soit  a 
le  pôle  choisi.  Les  deux  génératrices  de  la  sphère  passant  en  a 
coupent  la  courbe  en  quatre  points  m  ,  n  ,m^,n^,  qui  sont 
rejetés  à  l'infini  sur  les  cercles  du  plan;  et  d'ailleurs,  tout 
cercle  du  plan,  étant  la  perspective  d'un  cercle  de  la  sphère, 
coupera  la  courbe  plane  eu  quatre  points  seulement. 

SI  on  prenait  le  pôle  a  sur  la  courbe,  la  projection  stéréo- 
graphique  de  la  c^Tlique  serait  une  cubique  circulaire,  c'est-à- 
dire  une  courbe  du  3^  degré  passant  par  les  deux  points  à 
l'infini  sur  le  cercle. 

Réciproquement,  toute  courbe  plane  des  deux  espèces  indi- 
quées est  coupée  en  4  points  seulement  par  un  cercle,  et 
par  conséquent  est  la  réciproque  d'une  cyclique  sphérique, 
intersection  de  la  sphère  et  d'un  cône  du  second  degré. 

14. 

Classification  des  cycliques. 

La  classification  des  courbes  précédentes  dérive  naturelle- 
ment de  leur  mode  de  génération. 

1"  Le  cône  peut  être  doublement  tangent  à  la  sphère;  alors 
la  cyclique  se  compose  de  deux  cercles. 

2<»  Le  cône  peut  être  simplement  tangent  ;  alors  le  point  de 
contact  a  est  un  point  double  de  la  cyclique.  On  sait  que  dans 
ce  cas  un  des  cônes  passant  par  la  courbe  compte  pour  deux, 
et  a  son  sommet  au  point  a.  Prenons  ce  point  pour  pôle,  et 
faisons  la  projection  stéréographique  de  la  courbe.  Nous 
obtiendrons  évidemment  une  conique  plane  Donc  la  cyclique 
à  'poinl  double  est  une  transformée  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques de  conique  plane. 

3°  On  peut  encore  établir  des  divisions  d'après  la  nature  des 
points  d'intersection  de  la  courbe  ou  du  cône  avec  le  cercle 
de  l'infini. 
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Si  le  cône  est  doublement  tangent  au  cercle  de  Tinfini,  il 
sera  de  révolution;  la  conique  (K)  sera  un  cercle,  les  autres 
coniques  (K,)  ,  (K,)  ,  (K,)  seront  des  cercles,  que  nous  recon- 
naîtrons être  concentriques  au  premier.  La  cyclique  sera  donc 
Fenveloppe  d'un  petit  cercle  orthogonal  à  un  cercle  fixe,  et 
dont  le  pôle  décrit  un  autre  petit  cercle.  Elle  sera  doublement 
tangente  au  cercle  de  l'infini.  Nous  l'appellerons  dans  ce  cas 
une  cartésienne;  elle  se  rattache  en  effet  par  les  analogies  les 
plus  étroites  aux  ovales  de  Descartes. 

4''  Enfin  la  cyclique  la  plus  générale  est  l'intersection  d'un 
cône  quelconque  et  de  la  sphère.  On  pourra  distinguer  dans 
cette  classe  comme  dans  les  précédentes  les  courbes  par  les- 
quelles passent  un,  deux,  ou  trois  cylindres. 

Danis  le  plan,  les  divisions  se  font  de  la  même  manière. 
On  a: 

1**  Les  réciproques  ou  podaires  de  coniques  ; 

2*>  Les  ovales  de  Descartes,  qui  ont  deux  points  de  rebrousse- 
ment  à  l'infini  ; 

3°  La  cyclique  du  3'  degré  ou  cubique  circulaire; 

4"  La  cyclique  générale. 

D'autres  divisions  se  présenteront  naturellement  dans  la 
suite. 

15. 

Propriétés  générales  des  cycliques. 

Puisque  les  cycliques  sphériques  sont  l'intersection  d'une 
sphère  et  d'un  cône  du  second  degré,  leurs  propriétés  pourront 
se  déduire  de  celles  des  surfaces  du  second  degré 

Par  exemple,  considérons  deux  points  m  ,  n  de  la  cyclique. 
On  peut  toujours  par  la  cyclique  faire  passer  une  surface  du 
second  degré  qui  ait  la  droite  mn  pour  génératrice  rectiligne. 
Tout  plan  passant  par  mn  sera  tangent  à  cette  surface  et  la 
coupera  suivant  une  autre  génératrice,  sur  laquelle  seront  deux 
points  m',  n'  de  la  courbe.  D'ailleurs,  les  quatre  points  m  ,  n  , 
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■m',n',  étant  dans  un  plan,  se  trouveront  sur  un  petit  cercle 
de  la  sphère.  D'autre  part,  le  plan,  passant  par  m'n'  et  par  le 
centre  de  la  sphère  sera  tangent  à  la  surface  du  second  degré, 
et  enveloppera  un  cône  circonscrit  à  la  surface.  Donc, 

Si,  par  deux  points  quelconques  de  la  cyclique,  on  fait  passer 
un  petit  cercle,  ce  petit  cercle  coupera  la  cyclique  en  deux  autres 
points,  et  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint  ces  deux  points  enve- 
loppera svr  la  sphère  une  conique  sphérique. 

11  est  aisé  de  voir  que  cette  conique  sphérique  sera  tangente 
en  quatre  points  à  la  cyclique  proposée.  En  faisant  varier  les 
points  m  ,n  ,  on  aura  une  suite  simplement  infinie  de  coniques 
sphériques  inscrites  dans  la  courbe. 

On  démontrerait  de  même  que  si,  par  les  deux  points  m'  ,n' , 
définis  plus  haut,  on  fait  passer  un  petit  cercle  coupant  à  angle 
droit  un  cercle  fixe,  ce  cercle  variable  enveloppera  une  cyclide. 

Prenons,  sur  Tune  des  surfaces  réglées  contenant  la  courbe, 
quatre  génératrices  formant  un  quadrilatère  gauche.  Ces 
quatre  génératrices  coupent  la  cyclique  en  8  points  qui  sont 
4  à  4  en  des  plans  et  par  conséquent  sur  de  petits  cercles. 
Nous  obtenons  donc  la  proposition  suivante  : 

Si  on  coupe  une  cyclique  par  un  cercle  quetcmique,  quepar  deux 
des  quatre  points  d' intersection  on  fasse  passer  un  cercle,  et  par 
les  deux  autres  un  autre  cercle,  les  deux  nouveaux  cercles  iront 
couper  la  cyclique  en  quatre  points  nouveaux  situés  sur  un  cercle. 

Cette  propriété  très  générale  s'étend  naturellement  aux 
cyclides  planes,  qu'on  peut  déduire  de  leurs  analogues  sur  la 
sphère,  en  augmentant  indéfiniment  le  rayon  de  cette  sphère. 
Les  théorèmes  précédents  pourraient  être  beaucoup  étendus. 
Nous  allons  passer  à  une  autre  question. 

16. 

Des  relations  aatre  les  différents  inodes  de  génération  d'une  cyclique. 

Nous  avons  vu  qu'une  cyclique  peut  être  considérée  de  quatre 
manières  différentes  comme  l'enveloppe  de  petits  cercles  ayant 
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leurs  centres  sphériques  sur  une  conique  (K),  et  coupant  à 
angle  droit  un  cercle  (A).  Nous  désignerons  par  (K) ,  (K,)  , 
(K,)  ,  (Kj)  les  quatre  coniques  auxquelles  nous  donnerons,  à 
l'exemple  de  M.  de  la  Gournerie,  le  nom  de  coniques  déférentes, 
et  par  (A) ,  (A,) ,  (A,) ,  (Aj  les  cercles  correspondants  que  nous 
appellerons  cercles  direcleurs. 

Les  coniques  (K<)  sont  à  l'intersection  de  la  sphère  et  des 
quatre  cônes  qui  ont  leurs  sommets  au  centre  de  la  sphère,  et 
qui  sont  supplémentaires  des  quatre  cônes  (D) ,  (D,) ,  (D,) ,  (D3) 
passant  par  la  cyclique.  Ces  quatre  cônes  (D.) ,  coupant  le 
cercle  de  l'infini  au  même  point,  sont  homocy cliques;  les 
quatre  coniques  (K,)  sont  donc  homofocales. 

Les  quatre  cercles  (A,)  étant  dans  les  faces  d'un  tétraèdre 
conjugué  à  la  sphère  seront  orthogonaux  deux  à  deux. 

Mais  pour  mieux  approfondir  les  relations  de  ces  différents 
modes  de  génération,  nous  allons  résoudre  le  problème  suivant  : 

[}n  mode  de  génération  étant  connu,  c'est-à-dire  une  conique 
déférente  et  le  cercle  directeur  correspondant  étant  donnés, 
trouver  les  trois  autres  modes  de  génération. 

A  cet  effet,  soient  donnés  la  conique  (K),  le  cercle  directeur 
(A),  et  prenons  un  des  cercles  mobiles,  ayant  son  centre  en 
m ,  et  orthogonal  au  cercle  (A). 


L'axe  radical  de  ce  cercle  et  du  cercle  infiniment  voisin  ira 
passer  au  point  0 ,  centre  du  cercle  (A) .  La  position-limite  de 
cet  axe,  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres,  sera  donc  l'arc 
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de  grand  cercle  Opp'  mené  par  le  point  0  perpendiculairefr/enl 
à  Tare  t^ lisent  en  m  .  Les  deux  points  de  contact  du  cercle 
avec  son  enveloppe  seront  p  ,p' . 


Ces  deux  points  de  coptact  viennent  se  confondre  quand 
Tare  tangent  en  m  devient  tangent  au  cercle  (A).  La  cyclique 
coupera  donc  le  cercle  directeur  (A)  aux  quatre  points  de 
contact  a  ,a,  ,a^ya^  des  arcs  tangents  communs  au  cercle  et 
à  la  conique,  et  elle  coupera  ce  cercle  directeur  à  angle  droit. 

Il  résulte  de  là  que  si,  des  points  6,6'  comme  pôles,  on 
décrit  deux  cercles  passant  le  premier  en  a,  a,,  le  second  en 
a^ ,  a^ ,  ces  deux  cercles  seront  doublement  tangents  à  la 
cyclique  et  appartiendront  évidemment  à  un  même  mode  de 
génératioii.  Les  deux  arcs  oa^ ,  a^a,  iront  donc  se  couper  au 
pôle  du  nouveau  cercle  directeur  en  0'.  Ce  cercle  directeur 
est  donc  déterminé,  puisqu'on  connaît  son  pôle,  et  qu'il  est 
orthogonal  au  cercle  (A),  Appf^lons-le  (A,) ,  et  remarquons  que 
son  centre  0'  a  même  polaire  dans  le  cercle  et  dans  la  oonique, 

La  conique  (K,)  correspondanfc  doit  être  homofocale  à  la 
conique  (K).  et  passer  par  les  points  b  ,b' .  Elle  est  donc  aussi 
déterminée.  On  connaît  même  ses  tangentes  en  h ,  b' ,  qui  sont 
les  bissectrices  des  angles  b ,  b'  du  quadrilatère. 

On  voit  que  nous  rencontrons  ici,  sans  avoir  à  le  démontrer, 
un  des  plus  beaux  théorèmes  de  M.  Chasles  sur  les  coniques 
sphériques  : 

Si  l'on  mène  les  quatre  arcs  de  grand  cercle  tangents  à  une 
conique  sphenque  eC  à  un  pdit  cercle,  les  sommets  opposés  du 
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quadrilatère  formé  par  ces  arcs  tangents  sont  sur  une  conique, 
homofocale  à  la  proposée. 

Comme  on  a  six  sommets  qu'on  peut  grouper  deux  à  deux 
de  trois  manières  différentes,  nous  obtiendrons  bien  les  trois 
nouveaux  modes  de  génération.  Nous  apercevons  de  plus  une 
relation  de  réciprocité  remarquable  entre  les  quatre  cercleF  (A.) 
et  les  coniques  correspondantes.  Étant  donnée  une  quelco»ique 
des  quatre  coniques,  les  trois  autres  s'en  déduisent  toujours 
par  les  mêmes  constructions  géométriques. 

Remarquons  qu'étant  donnés  une  des  coniques  (K.)  et  le 
cercle  (A,),  les  centres  des  trois  autres  cerelei  sont  les  som- 
mets du  triangle  conjugué  commun  au  cercle  et  d  la  conique. 

Au  point  de  vue  de  la  réalité  des  ditrérents  éléments,  il  y  a 
deux  cas  à  distinguer,  quand  la  courbe  est  réelle. 

Quand  deux  cônes  réels  seulement  passeront  par  cette 
courbe,  les  deux  mod^s  de  génération  correspondants  seront 
formés  d'une  conique  et  d'un  cercle  jpéel.  Cette  conique  et  ce 
cercle  se  couperont  en  deux  points  réels  et  auront  deux  tan- 
gente^ réelles;  les  deux  autres  modes  de  génération  seront 
entièrement  imaginaires,  les  coniques  et  les  centres  des  cercles 
correspondants  étant  imaginaires.  C'est  le  cas  de  la  cyclique  à 
yne  seule  branche. 

Au  contraire,  si  les  quatre  cônes  passant  par  la  courbe  sont 
réels,  les  quatre  modes  de  génération  seront  réels.  Une  des 
coniques  (A,)  sera  coupée  en  quatre  points  réels  par  le  cer- 
cle (K);  les  trois  autres  coniques  n'auront  aucun  point 
commun  avec  le  cercle  qui  leur  associé.  Ces  conclusions 
résultent  d'un  examen  ne  présentant  aucune  difficulté. 

17. 

Des  différents  modes  de  génération  pour  ks  diverses  espèces  de  cycliques. 

L'examen  des  cas  particuliers  de  la  construction  précédente 
conduit  naturellement  aux  diverses  espèces  de  cycliques. 
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Supposons  d'abord  que  ie  cercle  (A)  se  réduise  à  un  point. 
Alors  les  petits  cercles,  ayant  leur  centre  sur  la  conique  (K), 
passeront  par  le  point  fixe  A,  et  leurs  points  de  contact  avec 
Tenveloppe  s'obtiendront  en  prenant  les  symétriques  du  point 
A,  par  rapport  à  toutes  les  tangentes  de  la  conique  (K). 

Donc,  si  Ton  double  les  arcs  vecteurs  menés  du  point 
double  d'une  podaire  de  conique  à  un  point  quelconque  de 
cette  podaire,  on  obtient  une  cyclique  ayant  même  point  dou- 
ble que  la  podaire. 

La  podaire  elle-même  est-elle  une  cyclique?  On  peut  s'assurer 
que  c'est  une  courbe  généralement  plus  compliquée. 

Les  autres  modes  de  génération  de  notre  cyclique  se  déter- 
mineront de  la  manière  suivante.  Les  trois  points  ayant  même 
polaire  dans  le  cercle  de  rayon  nul  A  et  dans  la  conique, 


sont  le  point  A  et  deux  points  0'  ,0",  situés  sur  l'arc  polaire 
de  A  .  Des  six  somm.ets  du  quadrilatère,  quatre  se  confondent 
en  A  ,  Les  modes  de  génération  sont  déterminés  de  la  manière 
suivante  : 

1®  Une  des  coniques  passant  en  A  et  homofocales  à  (K), 
ayant  pour  normale  AO'  ,et  le  cercle  décrit  de  0'  comme  pôle 
avec  A  0'  pour  rayon  ; 

2°  L'autre  conique  passant  en  A ,  ayant  pour  normale  AO",  et 
le  cercle  décrit  de  0"  comme  pôle  et  tangent  en  A  à  la  conique  ; 
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3*"  et  4**  Le  premier  mode  de  génération  comptant  pour  deux. 

On  obtient  ainsi  une  cyclique  à  point  double,  réciproque  de 
conique  plane,  ou  podaire  de  cône,  toutes  les  fois  que  le  cercle 
directeur  se  réduit  à  un  point  ou  devient  tangent  à  la  conique 
déférente  correspondante. 

18, 

Des  cartésiennes. 

Dans  ce  cas,  le  cône  (D)  étant  de  révolution,  chaque  conique 
(K)  est  un  cercle,  et  tous  ces  cercles  ont  pour  pôle  le  point  où 
l'axe  de  révolution  mené  par  le  centre  de  la  sphère  perce  la 
sphère.  C'est  ce  qu'on  va  reconnaître  par  l'application  de  la 

construction  générale. 

Construisons  le  quadrilatère  circonscrit  au  petit  cercle  (K) 
et  au  cercle  (A).  La  conique  (K,),  homofocale  à  (K)  et  passant 


par  b' ,  b\  n'est  autre  chose  que  le  cercle  de  centre  G  passant 
par  ces  2  [points.  Le  cercle  directeur  (A)  correspondant  aura 
son  centre  sur  la  ligne  OC,  au  point  d'intersection  de  aa'  et 
de  a"  a'". 

De  même,  la  conique  (K,)  sera  le  cercle  de  centre  C  passant 
par  6',  b",  et  le  cercle  (A,)  correspondant  aura  son  centre  au 
point  d'intersection  de  aa",  a' a"  sur  OC.  Mais  la  conique  (K3) , 
passant  par  b  et  b",  se  réduit  à  l'arc  de  grand  cercle  6 6" OC. 
Le  cercle  directeur  (A3)  correspondant  se  réduit  à  ce  même 
arc  de  grand  cercle.  Il  y  a  donc  un  mode  de  génération  qui 
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devient  illusoire,  fl  se  présente  ici  une  indétermination,  que 
nous  lèverons  en  parlant  des  courbes  d^intersection  d'un 
cylindre  et  de  la  sphère.  Toute  cartésienne,  en  effet,  a  un  plan 
de  symétrie,  qui  passe  par  l'axe  du  cône  et  le  centre  de  la 
sphère.  Elle  se  trouve  donc  sur  un  cylindre  parabolique,  ayant 
son  axe  perpendiculaire  à  ce  plan  de  symétrie. 

Cette  indétermination  se  présente  dans  le  cas  général,  toutes 
les  fois  que  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  par  lesquels 
doit  passer  une  courbe  homot'ocale  à  la  proposée  se  trouvent 
sur  l'axe  focal.  On  voit  bien  d'ailleurs  que,  toutes  les  fois  que 
la  cyclique  sera  sur  un  cylindre,  les  plans  tangents  au  cylindre 
couperont  la  sphère  suivant  des  petite  cercles  ayant  leurs  pôles 
sur  un  grand  cercle,  celui  auquel  ils  doivent  être  orthogonaux. 
La  génération  iniliquée  ne  peut  donc  ici  nous  servir. 

19. 

Des  propriétés  focales  des  cycliques. 

Nous  avons  vu,  dans  la  Première  Partie  de  c^e  travail,  que 
le  foyer  d'une  oourbe  sphérique  peut  être  cbFisidéré  comme 
un  cercle  de  rayon  nul,  doublement  tangent  à  la  courbe. 
Gomme  nous  avons  trouve  les  quatre  séries  de  cercles  double- 
ment tangents  à  la  cyclique,  il  suffira  d'examiner  ceux  de  ces 
cercles  dont  le  rayon  devient  nul. 

Considérons  l'un  quelconque  des  cônes  (D')  par  lesquels 
passe  la  cyclique.  Tous  les  plans  tangents  à  l'un  de  ces  cônes 
coupent  la  sphère,  nous  l'avons  vu,  suivant  des  cercles  double- 
ment tangents  à  la  cyclique.  Donc  les  plans  tangents  au  cône 
et  à  la  sphère  couperont  la  sphère  suivant  des  cercles  de  rayon 
nul,  doublement  tangents  à  la  courbe;  ce  seront  les  foyers. 
Ces,  foyers  seront  à  la  fois  sur  le  cercle  directeur  (A,)  et  sur  la 
conique  déférente  (K,).  Gela  résulte  aussi  de  la  génération  de 
la  courbe  au  moyen  des  éléments  (A,) ,  (K,) . 

On  a  quatre  foyers  sur  chaque  cercle  directeur,  en  tout 
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16  foyers.  U  est  clair  que  ces  foyers  sont  les  i6  points  d'inter- 
section de  deux  faisceaux  formés  avec  quatre  génératrices  de 
système  différent. 

En  effet,  si  l'on  considère  les  p  génératrices  d'un  même 
système  de  la  sphère,  tangentes  à  la  courbe,  il  y  en  aura  p 
imaginaires  conjuguées,  de  l'autre  système,  tangentes  aussi  à 
la  courbe.  Ces  droites  donneront  par  leur  intersection  p'  points, 
qui  seront  des  foyers.  Ici  p=A.  Cela  indique  d'ailleurs  une 
nouvelle  relation  entre  les  quatre  coniques  (K,)  et  les  quatre 
cercles  (A,).  Les  quatre  points  d'intersection  des  coniques  el 
des  cercles  correspondants  sont  situés  sur  quatre  droites  de 
deux  manières  différentes. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  quatre  foyers  seule- 
ment pourront  être  réels.  Mais,  1°  dans  le  cas  où  la  cyclique 
aura  une  seule  branche,  deux  des  foyers  réels  seront  sur  un 
cercle  (A,),  les  deux  autres  sur  un  autre  cercle  (A,);  2°  dans 
le  cas  où  ta  cyclique  aura  deux  branches,  les  quatre  foyers 
réels  seront  sur  un  môme  cercle.  Cette  distinction,  qui  résulte 
de  l'art.  12,  devait  être  faite  ici. 

Les  foyers  jouissent  de  plusieurs  propriétés  remarquables, 
qu'on  déduit  du  théorème  de  Poacelet.  Voici  le  principe  très 
simple  qui  conduit  à  ces  relations. 

Soit  une  sphère,  et  menons-lui  un  plan  tangent  en  A.  Pour 
tout  point  M  de  cette  sphère,  le  carré  de  la  distance  au  point  A 
sera  proportionnel  à  la  distance  du  même  point  M  au  plan 
tangent  en  A.  On  aura,  en  appelant  p  cette  distance  au  plan 
tangent, 

(17)  ÂM'  =  r'  =  2a/>. 

Plus  généralement,  si  l'on  prend  un  plan  (P)  et  une  sphère  (S') 
passant  par  le  cercle  de  la  première  sphère  situé  dans  le 
plan  (P),  il  y  aura,  pour  tout  point  M  de  la  première  sphère, 
un  rapport  constant  entre  le  carré  t'  de  la  tangente  menée  de 
M  à  (S')  et  la  distance  p  du  même  point  M  au  plan  (P).  On  aura 

(Î8)  t'-=:zia'p. 
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Ces  remarques,  extrêmement  simples,  suffisent  pour  la 
démonstration  des  théorèmes  que  nous  avons  en  vue. 

Considérons  d'abord  trois  plans  tangents  communs  au 
cône  (D)  et  à  la  sphère.  Ces  plans  toucheront  la  sphère  en  trois 
foyers  situés  sur  un  même  cercle  directeur  (A),  et  en  appelant 
P,  P',P"  les  premiers  membres  des  équations  de  ces  trois 
plans,  on  aura,  pour  féquation  du  côae, 

(19)  ll/P-i-  fx|/F-i-vl/F=0. 

Pour  tous  les  points  de  la  courbe  d'interjection,  et  d'après  la 
formule  (17),  on  pourra  remplacer  k^P,  l^P',  l^P"  par  r,  r',r" , 
ces  dernières  quantités  représentant  les  distances  d'un  point 
de  la  cyclique  aux  trois  foyers.  On  aura  donc 

(20)  Ar-i-^r' +  vr' =0. 

Il  existe  donc  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  dis- 
lances d'un  point  de  la  courbe  à  trois  foyers  situés  sur  un  même 
cercle  directeur. 

Soient  P ,  P',  deux  des  plans  tangents  communs  au  cAne  (D) 
ot  à  la  sphère,  et  Q  le  plan  de  contact  dans  le  cône.  L'équation 
du  cône  sera 

D'ailleurs,  les  trois  plans  P,  P',  Q  coupent  la  sphère  suivant 
li'ois  cercles  orthogonaux  au  cercle  directeur  (A),  et  si,  par 
CCS  trois  cercles,  on  fait  passer  trois  sphères  fixes,  mais  quel- 
conques, en  appelant  t  ,t\T  les  tangentes  menées  à  ces  trois 
sphères  d'un  point  de  la  courbe,  on  aura,  d'après  l'équation  (20), 

Ktt'=T. 

Les  sphères  t  ,t'  sont  doublement  tangentes  à  la  courbe,  et 
leurs  quatre  points  de  contact  sont  sur  la  sphère  T. 

En  général,  si  une  surface  quelconque  passant  par  la  courbe 
est  définie  par  une  équation  de  la  forme 

/•(P,P',P%...)  =  0, 
on   pourra,   par  tous   les  points  de  la  cyclique,  remplacer 
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P>  P' ,  P%  •  •  •  V'^^  ^î^s  quantités  proportionTielies  aux  carrés 
t\t'\...  des  tangentes  à  des  sphères  fixes  menées  par  T in- 
tersection de  la  sphère  et  des  plans  P,P',...  L'équation 
sera 

f{at\a'  t'\a"V\  ..)  — 0. 

a  ,  a',  a\  . . .  étant  des  constantes  dont  la  détermination 
n'offre  aucune  difficulté. 

Par  exemple,  prenons  trois  plans  tangents  quelconques  au 
cône  (D)  contenant  la  cyclique.  L'équation  du  cône  sera 

et,  par  suite,  on  aura  pour  la  courbe  une  équation  de  la 
forme 

(21)  ).^  +  p.r +  >«"  =0  , 

entre  les  tangentes  l,i',i"  k  trois  sphères  d'une  même  série 
doublement  tangentes  à  la  courbe. 

Donc  il  y  a  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  lon- 
gueurs des  tangentes  menées  d'tm  point  de  la  courbe  à  irais 
.sphères  doublement  tangentes  à  la  cyclique  et  appartenant  à  ta 
même  série. 

Cherchons  celles  des  sphères  doublement  tangentes  qui  se 
réduisent  à  des  points.  Leur  ensemble  constituera  une  focale 
de  la  cyclique  proposée. 

Les  centres  de  toutes  ces  sphères  sont  évidemment  sur  les^ 
perpendiculaires  abaissées  du  centre  de  la  sphère  (S)  conte- 
nant la  cyclique  sur  les  plans  tangents  du  cône  (D),  c  est-à- 
dire  ces  centres  sont  sur  le  cône  (E)  supplémentaire  de  (D) . 
ayant  son  sommet  au  centre  0  de  la  sphère  (S)  contenant  la 
cycHque.  D'ailleurs,  le  centre  radical  commun  de  toutes  les 
sphères  doublement  tangentes  est  le  sommet  0'  du  cône  (D)  ; 
elles  sont  orthogonales  à  la  sphère  (S')  décrite  de  ce  point  0' 
comme  centre  et  coupant  la  sphère  (S)  à  angle  droit.  Pour 
qu'elles  se  réduisent  à  des  points,  il  faut  que  leurs  centres 
soient  sur  la  sphère  {S') ,  et  par  conséquent  sur  la  courbe  de 
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rencoritio  de  cette  sphère  (S')  et  du  cône  (E).  Nous  avons  donc 
une  focale  de  la  cyclique,  et  cette  focale  est  elle-même  une 
cycliqu*^.  D'ailleurs  la  relation  entre  les  deux  courbes  est  évi- 
demrni.nt  réciproque;  les  sphères  qui  les  contiennent  sont 
orthogoaiiles,  et  les  cônes  ayant  leurs  sommets  au  contre  de 
chaque  sphère,  supplémentaires.  Il  y  a  donc  réciprocité  entre 
les  deux  courbes.  Chacune  d'elles  est  la  focale  de  fautre,  ce  (jui 
justifie  la  proposition  générale  énoncée  dans  \di  Première  Partie  de 
ce  travail.  Aux  quatre  modes  de  génération  ou  quatrw  cônes  (D.) 
correspondront  quatre  focales  situées  sur  des  sphèi^s  ayant 
leurs  centres  aux  sommets  des  cônes  et  orthogonales  entre 
elles.  Nous  avons  ainsi  un  système  de  cinq  cycliques  focales 
les  unes  des  autres  et  situées  sur  cinq  sphères  orthogonales. 

Ainsi,  étant  donnée  une  cyclique  sphérique,  cette  cyclique  a 
quatre  focales,  qui  sont  des  courbes  de  même  espèce,  situées  sur 
quatre  sphères  orthogonales  entre  elles  et  à  la  sphère  contenant 
la  cyclique,  ayant  leurs  centres  aux  sommets  des  quatre  cônes 
contenant  la  cyclique  et  coupant  la  sphère  qui  contient  cette 
courbe  suivant  les  quatre  cercles  directeurs. 

Dans  le  cas  où  la  cyclique  primitive  se  composera  de  deux 
branches,  les  sommets  des  quatre  cônes  seront  réels.  Un  seul 
sera  intérieur  à  la  sphère  contenant  la  cyclique,  et  par  consé- 
quent trois  des  quatre  aphères  contenant  les  focales  seront 
réelles.  Quant  aux  focales  elles-mêmes,  une  seulement  sera 
réelle. 

Au  contraire,  dans  le  cas  où  la  cyclique  se  compose  d'une 
seule  branche,  il  n'y  a  que  deux  sphères  réelles  orthogonales 
à  la  proposée;  ces  deux  sphères  contiennent  chacune  une 
focale  réelle  de  la  proposée. 

En  résumé,  on  n'a  que  deux  systèmes  :  l'un  pour  lequel 
quatre  sphères  et  deux  focales  sont  réelles,  l'autre  pour  lequel 
trois  sphèi^es  sont  réelles  et  contiennent  chacune  une  focale. 

Les  cinq  focales,  réelles  ou  imaginaires  que  nous  venons  de 
rencontrer,  sont  les  lignes  doubles  d'une  développabîe  focale 
que  nous  étudierons  dans  la  suite  de  ce  travail. 
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Si  nous  nous  reportons  à  i'équation  (21;.  et  que  noua  pre- 
.  nions  sur  une  (G)  des  einq  focales  trois  points  quelconques,  ces 
trois  points  pouvant  être  considérés  comnie  des  sphères  de 
rayon  nul  tangentes  à  toute  autre  des  cinq  cycliques  (C),  il  y 
aura  entre  les  distances  d'un  point  quelconque  de  (C)  aux 
trois  points  (choisis  sur  (C)  une  relation  de  la  forme 

(^2)  a  r  - L  a'  r'  +  G  "  r  "  =  0  . 

Les  roetfu'ionts  a,  a',  a"  changent  d'ailleur-s,  et  avec  la 
cyclique  (C)  et  aussi  quand  on  change  les  trois  foyers  fixes 
pris  sur  (C).  Ainsi, 

Étant  donnée  l'une  quelconque  (C)  des  cinq  focales,  trois 
points  quelconques  pris  sur  cette  focale  seront  des  foyers  des 
autres  courbes  et  posséderont  les  propriétés  métriques  exprimées 
par  Véqualion  (22;  ;  c'est-à-dire  qu'il  y  aura  entre  les  distances 
d  un  point  variable  de  Vune  quelconque  des  quatre  autres 
courbes  (C)  au£  trois  points  choisis  sur  (G)  une  rel-ilion  linéaire 
el  homogène  de  la  forme 

ar  +  br'  4-cr''  =  0  . 

Le  théorème  précédent  correspond  évidemment  dans  la 
théorie  des  cycliques  à  celui  de  M.  Dupin  sur  les  coniques 
focales. 

La  relation  métrique  que  nous  venons  de  rencontrer  est 
d'une  forme  moins  simple  que  celle  qui  se  rapporte  aux  foyers 
d'une  courbe  du  second  degré.  Gependant,  elle  se  prête  à  la 
généralisation  d'un  théorème  relatif  aux  coniques  planes  ou 
sphériques. 

On  sait  qu'étant  donnés  deux  points  A  ,  B  sur  une  conique 
de  foyers  F,  F',  réciproquement  A  et  B  peuvent  être  pris 
comme  foyers  d'une  conique  passant  par  F  et  F'.  On  peut 
étendre  ce  théorème  aux  cycliques  planes  et  sphériques. 

Étant  donnés  trois  points  A  ,  B  ,  G  sur  une  cyclique  de  foyers 
F  ,  F',  F",  on  peut  prendre  ces  trois  points  A  ,  B  ,  G  pour  foyers 
d'ime  cyclique  qui  contiendra  les  trois  points  F  ,  F',  F". 

Appelons,   en  effet,  B^ ,  Rt ,  Rc  'es   distances   des   points 
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A  ,  B  ,  G  au  foyer  K,  et  désignons  par  ics  mêmes  lettres  accen- 
tuées les  distances  aux  foyers  F',  F".  Puisque  les  trois  points 
A  ,  B  ,  C  sont  sur  une  cyclique  de  foyers  F  ,  F',  F",  on  aura 
trois  relations  de  la  forme  : 

).Rà+aR'j-hvR"6~0, 
>Re  +  ftR'c4-vR"e=:0, 

et  par  conséquent  l'équation  de  condition 

(23) 


Ra     R'a     R' 

R*   R'6    R 
Rc    R'o  R' 


exprimera  que  les  trois  points  A  ,  B  ,  C  sont  sur  une  cyclique 
de  foyers  F  ,  F',  F".  A  cause  de  la  symétrie  de  cette  équation, 
il  est  clair  qu'elle  exprime  aussi  que  F  ,  F',  F"  sont  sur  une 
cyclique  de  foyers  A  ,  B  ,  C ,  ce  qui  démontre  la  proposition 
énoncée  plus  haut. 

Mais  on  peut  compléter  cette  démonstration  d'une  manière 
remarquable,  et  donner  une  proposition  plus  étendue  que  la 
précédente  : 

Etant  donnés  quatre  points  A  ,  B  ,  C  ,  D  ,  intersections  d'une 
cyclique  quelconque  de  foyers  F  ,  F',  F",  F"  et  d'un  cercle,  il  y 
aura  une  seconde  cyclique  ayant  pour  foi  ers  les  points  A  ,  B  ,  G  ,  D. 
et  passant  par  F  ,F',F",  F".  On  suppose,  bien  entendu,  que 
ces  quatre  points  sont  les  foyers  situés  sur  un  même  cercle 
dt^  la  première  cyclique. 

Pour  démontrer  cette  nouvelle  proposition,  il  nous  suftlra 
évidemment,  en  nous  rappelant  la  précédente,  de  prouver  que 
la  cyclique  de  foyers  A,B,G  passe  par  F",  et  admet  pour 
quatrième  foyer  le  point  D.  Or,  les  trois  points  A  ,  B  ,  G  étant 
sur  la  cyclique  de  foyers  F  ,  F',  F',  on  aura 

Ro      Ri     R* 

R'„    R\    R',     =0 

R%    R\    R\ 


DK  COLRBF.S  ET  DE  SURFACES  Al.GÉRRIOUES.  47 

et  cette  équation  exprime  que  la  cyclique  de  foyers  A  ,  B  ,  C  , 
passant  par  F  ,  F',  contient  aussi  le  foyer  F". 

D'ailleurs,  le  quatrième  foyer  D  de  cette  cyclique  satisfait 
également  à  l'équation 

R»     Rft     Ri    j 

n'a    R  b    R  d     ^^^^  0 , 

R'a      R'b     R"(J 

qui  exprime  qu'il  est  sur  la  cyclique  de  foyers  F  ,  F',F",  et 
passant  parles  points  A  et  B.  Cette  cyclique  étant  la  proposée, 
la  proposition  est  démontrée;  le  quatrième  foyer  D  sera  à 
l'intersection  de  cette  courbe  et  du  cercle  contenant  les  trois 
points  A  ,  B  ,  G  (i). 

Un  cas  particulier  de  la  proposition  précédente,  relatif  aux 
ovales  de  Descartes,  a  été  énoncé  par  M.  Sylvester,  j'ignore 
dans  quel  Recueil. 

20. 

Des  cycliques  situées  sur  des  cylindres. 

Nous  avons  vu  que,  pour  les  courbes  d'intersection  d'un 
cylindre  et  de  la  sphère,  les  éléments  d'un  des  modes  de  géné- 
ration deviennent  indéterminés.  Fn  effet,  les  plans  tangents  au 
cylindre  coupent  la  sphère  suivant  des  petits  cercles  dont  le 
pôle  est  sur  le  grand  cercle  perpendiculaire  aux  arêtes  du 
cylindre.  La  conique  sphérique  correspondante  se  réduit  donc 


^)  L'équation 


prise  en  elle-même,  conviendrait  à  une  surface  renfiarquable,  comprise 
comme  cas  particulier  dans  d'autres  que  nous  étudierons    plus  tard.  Celte 
surface  a,  comme  les  cycliques,  un  quatrième  foyer,  et  elle  donne  lieu  à  la 
proposition  suivante,  analogue  au  liiéorème  indiqué  dans  le  texte  : 
Étant  donnée  une  surface  définie  par  Vénaailun 
flR  +6R'  -f  cR"  =rO, 

un  cercle  quelconque  la  coupe  en  quatre  points  qui  peuvent  être  pris  pour  les 
foyers  d'une  surface  de  même  définition,  pa^isaru  par  ks  quatre  foyers  de  la 
première. 
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au  même  uercie,  et  il  faut  déterminer  d'une  manière  directe 
les  rayons  des  petits  cercles  enveloppant  la  cyclique. 

A  cet  effet,  on  peut  modifier  légèrement  la  définition  que 
nous  avons  donnée  de  la  cyclique,  et  définir  les  cercles  par 
les  pôles  de  leurs  plans.  Considérons,  par  exemple,  les  plans 
tangents  au  cône  (D)  ;  les  pôles  de  ces  plans  tangents  décriront 
une  conique,  et  cette  conique  (H)  pourra  servir  à  déterminer 
la  série  des  cercles  doublement  tangents,  La  cyclique  sera  la 
ligne  de  contact  de  la  développable  circonscrite  à  la  sphère  et 
à  la  conique  (H).  Elle  sera  aussi  fenveloppe  des  petits  cercles 
situés  dans  les  plans  polaires  des  points  de  (il). 

Dans  le  cas  d'une  courbe  située  sur  un  cylindre,  cette  nou- 
velle génération,  toujours  équivalente  au  fond  à  celles  que 
nous  avons  données,  ne  devient  plus  illusoire.  Si  par  le  centre 
de  la  sphère  on  mène  une  section  droite  du  cylindre,  le  plan 
de  cette  section  droite  contiendra  la  conique  (H) ,  polaire 
réciproque  du  cylindre  et  définissant  la  série  des  cercles  dou- 
blement tangents  à  la  cyclique,  contenus  dans  les  plans  tan- 
gents du  cylmdre. 

Il  y  a  aussi  une  des  focales  situées  dans  le  plan  df:  la  section 
droite  du  cylindre,  et  pour  laquelle  notre  consli  action  devient 
illusoire.  On  opérera  de  la  manière  suivante  . 

Soient  (E)  la  section  droite  du  cylindre.  (C)  le  grand  cercle, 
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section  de  la  sphère  par  le  plan  de  la  section  droite.  Soit  mK 
la  trace  d'un  plan  tangent  au  cylindre.  Pour  obtenir  les  splières 
de  rayon  nul  passant  par  l'intersection  de  ce  plan  et  de  la 
sphère,  il  faudra  évidemment  abaisser  du  centre  0  une  per- 
pendiculaire Opp'  sur  »iK,  et  prendre  l'intersection  de  cette 
perpendiculaire  avec  le  cercle  orthogonal  au  cercle  (G)  et 
décrit  du  point  m  comme  centre.  Le  lieu  des  points  p  ,p'  sera 
donc  une  cyclique  plane,  définie  par  un  mode  de  génération 
semblable  à  celui  que  nous  avons  adopté,  et  admettant  la 
base  du  cylindre  (E)  pour  conique  déférente  et  le  grand 
cercle  (G)  pour  cercle  directeur. 

Les  coniques  sphériques  font  partie  de  la  classe  que  nous 
étudions,  et  l'on  voit  qu'elles  auront,  en  réalité,  trois  focales 
planes  situées  dans  les  trois  plans  principaux.  Ces  focales  cou- 
peront la  sphère  aux  foyers  de  la  conique  sphérique. 

Une  seule  d'entre  elles,  d'ailleurs,  sera  réelle.  On  sait  qu'une 
conique  sphérique  se  projette  sur  les  trois  plans  principaux  r 
1"  suivant  une  ellipse  intérieure  à  la  sphère,  2"  suivant  une 
hyperbole,  3®  suivant  une  ellipse  coupant  la  sphère  en  quatre 
points.  Gette  dernière  courbe  seule  donnera  lieu  à  une  focale 
réelle,  qui  coupera  la  sphère  aux  quatre  foyers  réels  de  la 
conique  sphérique. 

Avant  de  passer  à  l'étude  de  certaines  propriétés  des  coni- 
ques sphériques,  nous  ferons  remarquer  quelques  équations 
simples  des  courbes  générales  situées  sur  un  cylindre,  qu'on 
pourrait  appeler  sphéro-cylindriques . 

Si  le  cylindre  sur  lequel  se  trouve  la  courbe  est  hyperbo- 
lique, il  satisfait  à  l'équation 

d'où  pésulte,  pour  la  courbe,  l'équation 
(24)-  tr=^K,, 

Si  les  plans  asymptotes  ne  rencontrent  pas  la  sphère,  on  peut 

écrire 

(25)  rr'  =  K,  . 
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SI  le  cylindre  est  elliptique,  on  aura,  et  d'une  infinité  de 


manières, 


24. 

Des  coEÎques  sphériqnes. 

Dans  le  cas  des  coniques  sphériques,  les  propriétés  focales 
que  nous  avons  indiquées  prennent  une  forme  que  nous  allons 
développer,  par  suite  de  l'importance  toute  particulière  de  ces 
courbes. 

A  cet  effet,  reprenons  la  relation 

at+  a't  +a'r  =  0, 
qui  lie  les  tangentes  menées  d'un  point  de  toute  cyclique  à 
trois  sphères  doublement  tangentes  d'une  même  série. 

Chacune  de  ces  sphères  peut  être  supposée,  pour  plus  de 
simplicité,  orthogonale  à  la  sphère  primitive,  et  alors,  si  Ton 
mène  d'un  point  M  un  arc  de  cercle  T  tangent  au  petit  cercle 
suivant  lequel  elle  coupe  la  sphère  primitive,  on  aura 

T 

f^2sin-  • 

On  obtient  donc  la  relation 

T  T'  T' 

(26)  asin  - -I- a'sin -3-  +  a'sin—  —  U, 

Z  2  2 

qui  relie  les  longueurs  des  trois  arcs  tangents  menés  de  tout 
point  M  de  la  cyclique  à  trois  petits  cercles  doublement  tan- 
gents d'une  même  série. 

Soit  maintenant  une  conique  sphériquC;  et  prenons  quatre 
petits  cercles  doublement  tangents  à  cette  conique  et  deux  à 
deux  symétriques  par  rapport  au  centre;  on  aura,  en  désignant 
par  T  ,  T',  T",  T%  les  longueurs  des  quatre  arcs  tangents, 

.    T'  .    T      ^  .    T' 

sm  -—  =  a  sm  -  -f-  h  sm  —  ' 

.    ï'         ,   .    T       ,     .    T' 

sin  "S-  =  ^  sm  -  +  0'  sm  —  • 

z  z  z 
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D'ailleurs,  si  ï  et  T'  correspondent  à  des  cercles  symt'triques, 
on  aura 

T  -i-  T'  =r  r  ; 

de  même 

T'  +T":=7r. 

Les  relations  précédentes  prennent  donc  la  forme 

.    T'  .    T      ,        T 

sm-r-  =:asui  -  +  y  CCS  —  '• 

2  2  2 

T'  .    T      ,         T 

cos— •  =  a' sui  -  +  y' CCS  -  ' 

2  A  Z 

d'où  Ton  déduit 

T  '  T  "  T  T 

>sin  —  -+-pcos~  =  {al+  a' a)  sin  -  ^-  (6>4-  6»  cos -^  • 

On  peut  évidemment  disposer  du  rapport  -  de  manière  que 
cette  relation  prenne  la  forme 

.    T'  +«        .    T  +  fi 
sm  — ^—  =  sm  —j^  ' 

d'où 

(27)  T±T'=rK. 

Ainsi,  xme  conique  sphérique  peut  être  considérée  d'une  infinité 
de  manières  comme  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  ou  la 
différence  des  arcs  de  grand  cercte  menés  de  ces  points  langen- 
tiellement  à  deux  petits  cercles  fixes  soit  constante. 

Les  coniques  sphériques  sont  les  seules  courbes  qui  jouissent 
de  cette  propriété;  car  elle  suppose  qu'on  peut  mener  à  la 
cyclique  quatre  cercles  doublement  tangents,  symétriques 
deux  à  deux  par  rapport  au  centre  de  la  sphère.  La  cyclique 
sera  donc  sur  un  cylindre  concentrique  à  la  sphère;  ce  sera 
une  conique  sphérique. 

Nous  avons  vu  que  toute  conique  sphérique  se  trouve  sur 
un  cylindre  hyperbolique.  Nous  serons  ainsi  conduit  à  déduire, 
de  l'équation 

PQ  — consl. 


52  SUR   UNE   CLASSE    REMARQUABLE 

de  ce  cylindre,  réquation 

(28)  .siiijo?inp'=K 

entre  les  arcs  de  grand  cercle  abaissés  d'un  point  de  la  conique 
sur  deux  arcs  de  grand  cercle  iixes.  Ces  deux  arcs  de  grand 
cercle  sont  les  arcs  cycliques  de  la  conique  sphérique.  En 
adoptant  la  méthode  de  Tarticle  19,  on  pourra  d'ailleurs  indiquer 
un  très  grand  nombre  de  formes  d'équations  remarquables  des 
coniques  sphériques. 


22. 

Des  cycliques  planes. 

Les  propriétés  des  cycliques  planes  sont  comprises  comme 
cas  particulier  dans  celles  des  cycliques  sphériques.  On  peut 
indiquer  deux  moyens  principaux  pour  déduire  leurs  propriétés 
de  celles  que  sous  venons  de  trouver. 

D'abord,  on  peut  supposer  que  le  rayon  de  la  sphère  conte- 
nant la  cyclique  croisse  indéfiniment;  le  mode  de  génération 
que  nous  avons  adopté,  les  propriétés  métriques  et  focales 
subsisteront  sans  modification. 

Mais  on  peut  aussi  transformer  la  courbe  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  et  en  faire  la  projection  stéréographique  en  mettant 
le  pôle  en  un  point  quelconque  de  la  sphère  qui  la  contient. 
Nous  allons  obtenir  ainsi  toutes  les  propriétés  des  cycliques 
planes. 

B appelons  qu'une  cyclique  sphérique  est  à  l'intersection 
d^une  sphère  et  d'une  surface  du  second  degré.  En  transfor- 
mant cette  définition  par  la  méthode  des  polaires  réciproques, 
on  voit  qu'une  cyclique  est  aussi  la  courbe  de  contact  avec  la 
sphère  de  la  développable  circonscrite  à  la  sphère  et  à  une 
autre  surface  du  second  degré.  Cette  développable  a  quatre 
coniques  doubles,   lieux  des  pôles   des   cercles   doublement 
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tangents  à  la  cyclique.  Appelons  ces  coniques  (H)  ,  (H,)  , 
(Hj),^!^).  Elles  sont  inscrites  dans  une  développable,  que 
nous  appellerons  A,  et  qui  touche  la  sphère,  suivant  îa 
cyclique. 

Si  Ton  fait  la  projection  stéréographique  en  se  plaçant  en 
un  point  a  de  la  sphère,  la  cyclique  se  projettera  suivant  une 
cyclique  plane,  et,  d'après  un  théorème  bien  connu  relatif  au.s 
projections  stéréographiques,  les  quatre  séries  de  cercles  dou- 
blement tangents  se  projetteront  suivant  dos  cercles  dont  les 
les  centres  seront  sui'  les  coniques  (H') ,  (II',) ,  (H'^)  ,  (H'J  , 
perspectives  des  coniques  (H),  ...  ,  (Hj)  de  l'espace.  Par  le 
point  a  passent  deux  génératrices  de  la  sphère,  et  par  chacune 
de  ces  génératrices  on  peut  mener  deux  plans  tangents  de  la 
développable  A  contenant  les  quatre  coniques.  Ces  deux 
couples  de  plans  tangents  se  projetteront  évidemment  suivant 
quatre  tangentes  communes  aux  coniques  (H') ,  (H',) ,  (H'j), 
(H'j) ,  passant  par  les  deux  points  sur  le  cercle  de  l'infini. 
Ces  quatre  coniques  seront  donc  homofocales.  On  retrouve,  on 
le  voit,  la  génération  signalée  d'abord  par  MM.  Moutard  et 
Laguerre,  et  que  nous  avons  employée  pour  les  cycliques 
sphériques. 

Quant  aux  cercles  du^ecteurs  dans  le  plan,  ils  seront  les 
perspectives  des  cercles  directeurs  de  la  sphère,  et  par  consé- 
quent leurs  centres  seront  les  perspectives  des  sommets  des 
quatre  cônes  (D.)  contenant  la  cyclique. 

On  voit  que  si  le  point  de  vue  est  pris  sur  la  cyclique,  la 
projection  stéréographique  sera  du  o^  degré  et  les  sommets 
des  quatre  cônes  seront  projetés  sur  la  courbe  plaae  elle- 
même. 

Quant  aux  coniques  déférentes  (H',),  elles  deviennent  dans 
ce  cas,  et  dans  ce  cas  seulement,  des  paraboles,  puisqu'elles 
sont  alors  tangentes  à  la  droite  de  l'infini. 

Revenons  aux  cycliques  planes  du  4^  ordre.  Si  l'on  considère 
toutes  les  surfaces  du  second  degré  passant  par  la  cyclique 
sphérique,  les  perspectives  de  leurs  contours  apparents  sont 
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des  coniques  quadruplement  tangentes  à  la  cyclique,  et  pour 
lesquelles  subsiste  le  théorènie  donné,  article  15,  pour  les 
cycliques  sphériques. 


23. 

Des  cartésiennes. 

Nous  avons  vu  que  ces  courbes  très  intéressantes,  qui  sont 
à  r intersection  d'une  surface  de  révolution  et  de  la  sphère, 
peuvent  toujours  être  placées  sur  un  cône  de  révolution. 
D'ailleurs,  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  les  contien- 
nent seront  aussi  de  révolution.  L'une  d'elles  seulement  est 
un  cylindre  parabolique,  qui  peut  être  considéré  comme  un 
cas  limite  des  surfaces  de  révolution. 

Examinons  donc  les  cartésiennes,  en  les  considérant  comme 
intersections  de  la  sphère  et  d'un  cylindre  parabolique.  La 
section  droite  du  cylindre,  passant  par  le  centre,  contiendra 
une  des  focales  (art.  20),  et  cette  focale,  ayant  pour  conique 
déférente  une  parabole,  sera  du  3°  degré.  Ainsi  : 

Les  cartésiennes  se  distinguent  des  autres  cycliques  par  la 
propriété  d'admettre  pour  focale  une  cubique  circulaire. 

Inversement,  une  cubique  circulaire  admet  pour  focales  des 
cartésiennes. 

Les  propriétés  métriques  des  cartésiennes  sont  plus  simples 
que  les  propriétés  générales  que  nous  avons  signalées. 

Comme  elles  sont  sur  un  cylindre  parabolique,  leur 
équation  peut  être  ramenée,  et  d'une  infinité  de  manières,  à 
la  forme 

T  T' 

(29)  V  =  at' ,      ou       sin*3=^Ksin-- • 

z  z 

En  second  lieu,  elles  sont  sur  une  infinité  de  surfaces  de 
révolution,  et  ces  surfaces  de  révolution  ont  leurs  foyers  sur 
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la  cubique  circulaire,  à  rintersection  de  cette  cubique  et 
d'une  parallèle  à  Tasymptote  réelle.  L'équation  de  la  courbe, 
rapportée  à  ces  deux  foyers,  prendra  la  forme 

r  ±  /•'  =  K  . 

Au  moyen  de  la  relation  précédente,  on  peut  toujours 
réduire  l'équation  focale  de  la  courbe,  de  telle  manière  qu'elle 
ne  contienne  que  deux  foyers  quelconques,  pris  sur  la  cubi- 
que, et  soit  de  la  forme 

(30)  «R  +  pR'=:l. 

Ainsi,  étant  donnée  une  cartésienne,  si  l'on  prend  deux  foyers 
quelconques  sur  la  focale  cubique,  il  y  a  une  relation  linéaire  (30) 
entre  les  dislances  d'un  point  de  la  cartésienne  à  ces  deux 
foyers. 

On  a  a  =  ^  (juand  les  deux  foyers  sont  sur  une  parallèle  à 
Tasymptote  réelle  de  la  focale  cubique. 

On  pourrait  ajouter  beaucoup  aux  propriétés  des  cartésiennes. 
Nous  pourrons  y  revenir. 


24. 

De  la  transformation  par  rayons  vectenrs  réciproques  dans  les  cycliques, 
et  des  transformations  de  ces  courbes  les  unes  dans  les  autres. 

Supposons  d'abord  qu'on  prenne  le  pôle  en  un  des  foyers 
de  la  cyclique.  Désignons  par  r  la  distance  à  ee  foyer,  et  par 
r',r"  les  distances  à  deux  autres  foyers  situés  sur  le  même 
cercle  directeur  que  k  premier.  L'équation  de  la  cyclique, 

ar  +  br'  +  cr"  =  0, 

se  transformera  en  une  équation  de  la  forme 

flR+  &R'~G  . 
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En  d'autres  ternies,  la  cyclique  transformée  qui  est  une 
courbe  plane  sera  formée  des  ovales  de  Descaries.  Ainsi, 

Toute  cyclique  se  transforme  dans  les  ovales  de  Descartes ^ 
quand  on  place  le  pôle  de  transformation  en  un  des  foyers  situés 
sur  la  sphère  contenant  la  cyclique. 

Plaçons  maintenant  le  pôle  de  transformation,  non  plus  en 
un  des  foyers  situés  sur  la  sphère,  mais  en  un  point  quelcon- 
que de  l'une  des  focales.  Alors  cette  focale  deviendra  une 
cubique  r/irculaire,  et  par  conséquent  la  courbe  elle-même  se 
transformera  en  une  cartésienne.  C'est  ce  qu'on  peut  voir 
aussi  de  la  manière  suivante  : 

Le  pôle  a  étant  un  foyer,  le  cône  ayant  pour  sommet  ce 
point  et  pour  base  le  cercle  de  l'infini  sera  doublement  tan- 
gent à  la  cyclique,  et  par  conséquent  la  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  d"après  les  principes  de  la  Première  Partie, 
sera  doublement  tangente  au  cercle  de  l'infini.  Ce  sera  donc 
une  cartésienne. 

Si  l'on  prend  le  pôle  de  transformation  sur  l'une  des  quatre 
sphères  contenant  les  focales,  une  de  ces  focales  deviendra 
plane,  et  par  conséquent  la  courbe  sera  sur  un  cylindre.  Si  le 
point  est  à  l'intersection  de  deux  des  sphères  contenant  les 
focales,  la  courbe  sera  sur  deux  cylindres,  et  aura  deux  plans 
de  symétrie.  Enfin,  si  le  pôle  est  en  un  des  points  d'inter- 
section de  trois  des  sphères  contenant  les  focales,  la  transfor- 
mée sera  une  conique  sphérique. 

Ainsi,  toute  cyclique  peut  être  considérée  comme  la  transformée 
par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  conique  sphérique. 

II  résulte  de  là  une  première  construction  simple  de  la 
tangente. 

La  tangente  à  une  conique  sphérique  est  la  bissectrice  de 
l'angle  des  arcs  de  grand  cercle  joignant  le  point  de  contact 
aux  foyers.  Ces  arcs  de  grand  cercle  passent  par  deux  foyers. 
Donc 

Si  par  un  point  de  la  cyclique  on  fait  passer  deux  cercles 
passant  chacun  par  deux  des  quatre  foyers  situés  sur  un  cercle 
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directeur,  la  tangente  est  la  bissectrice  de  l'angle  de  ces  deux 
cercles. 

II  importe  de  remarquer  toutefois  que,  pour  les  cycliques  se 
composant  d'une  seule  branche,  deux  seulement  des  sphères 
contenant  tes  focales  sont  réelles.  La  transformation  en  une 
coni(iue  sphérique  ne  peut  donc  être  faite  qu'avec  un  pôle 
imaginaire.  Ainsi,  une  cyclique  ne  peut  réellement  être  trans- 
fojniée  en  une  conique  sphérique  que  s-i  elle  a  deux  branches, 
ce  qui  entraîne  quatre  foyers  réels  sur  un  même  cercle  direc- 
teur, trois  sphères  réelles  contenant  les  focales,  et  se  coupant 
en  deux  points  qui  doivent  être  choisis  comme  pôles  de  la 
transformation.  Par  exemple,  les  ovales  de  Descartes  à  trois 
foyers  réels  sont  seuls  les  transformées  d'une"  conique  sphé- 
rique réelle. 

La  propriété  que  nous  venons  de  signaler  n'en  est  pas 
moins  importante,  puisqu'elle  permet  d'étendre  aux  cycliques 
bien  des  propriétés  des  coniques  sphériques.  Citons  seulement 
celle-ci  : 

Les  cycliques  homo focales  se  coupent  à  angle  droit. 

On  a  donc  un  système  orthogonal  formé  de  cycliques  homo- 
focales.  Nous  reviendrons  sur  ce  système  orthogonal,  ainsi 
que  sur  d'autres  systèmes  formés  de  cycliques.  Mais  nous 
devons  indiquer  une  dernière  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  s'appliquant  à  toutes  les  cycliques. 

Il  suffira  de  prendre  le  pôle  aux  points  d'intersection  de  la 
sphère  contenant  la  cyclique,  et  de  deux  autres  sphères  réelles 
contenant  deux  focales.  La  courbe  se  transformera  en  une 
cyclique  plane  ayant  deux  axes  de  symétrie.  Ainsi,  toutes  les 
cycliques  peuvent  dériver  par  une  transformailon  réelle  des 
cycliques  planes  à  deux  axes  de  symétrie. 

Si  l'on  prenait  le  pôle  à  l'intersection  de  la  sphère  contenant 
lu  courbe  et  d'une  autre  sphère  contenant  une  focale,  on 
aurait, une  cyclique  ayant  un  seul  axe  de  symétrie.  C'est  à 
cette  classe  qu'appartiennent  généralement  les  sections  du 
tore,  ou  spiriques. 
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Du  systèmô  ortliogonal  formé  par  les  cycliques  îiomofocales. 


Etant  donnée  une  sphère  et  une  développable  A  de 
h"  classe  circonscrite  à  cette  splière,  on  pourra  inscrire  dans 
la  développable  une  suite  de  surfaces  qui  couperont  la  sphère 
suivant  des  cycliques.  Les  foyers  de  ces  cycliques,  étant  à 
l'intersection  des  coniques  doubles  de  la  développable  A  et 
de  la  sphère,  demeureront  les  mômes.  Elles  seront  donc 
homofocales.  Nous  allons  démontrer  que  ces  cycliques  se 
coupent  à  angle  droit. 

On  sait  en  effet  qu'étant  donné  un  système  de  surfaces  du 
second  degré  inscrites  dans  une  même  développable,  on  pourra 
faire  passer  trois  de  ces  surfaces  par  chaque  point  de  l'espace, 
et  que  les  tangentes  aux  trois  courbes  d'intersection  seront 
conjuguées  dans  chacune  de  ces  surfaces.  H  suit  de  là  que 
par  chaque  point  de  la  sphère  on  pourra  faire  passer  deux 
surfaces  inscrites  dans  la  développable  A  ;  ces  surfaces  cou- 
peront la  sphère  suivant  deux  cycliques,  et  les  tangentes  à  ces 
cycliques  seront  conjuguées  dans  la  sphère,  c'est-à-dire  ortho- 
gonales. Ainsi, 

Var  chaque  point  de  la  sphère  on  peut  faire  passer  deux  cycli- 
ques de  foyers  donnés,  et  ces  deux  cycliques  se  coupent  à  angle 
droit. 

Le  système  des  cycliques  homofocales  comprend  quatre 
courbes  infiniment  aplaties. 

Pour  obtenir  ce  système  de  cycliques,  il  suffira  évidem- 
ment de  prendre  tous  les  cônes  ayant  même  sommet  et 
tangents  à  quatre  plans  tangents  de  la  sphère.  Il  y  a  deux 
systèmes  de  cycliques  homofocales  :  ceux  dont  les  quatre 
foyers  réels   sont  sur  un   même   cercle,   et   ceux  dont  les 
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foyers  réels  sont  disposés  par  couples  sur  deux  cercles  ortho- 
gonaux. 

On  voit  qu'il  n'est  pas  plus  général  de  prendre  des  surfaces 
du  second  degré  quelconques  au  lieu  de  cônes.  Ce  fait  met  en 
évidence  une  proposition  très  générale,  qu'on  peut  énoncer 
ainsi  : 

Si  Von  a  une  série  de  surfaces  inscrites  dans  une  même  déve- 
loppahle  circonscrite  à  une  surface  (A) ,  elles  couperont  la  mr- 
face  (A)  suivant  des  courbes  par  lesquelles  on  pourra  faire  passer 
d'autres  surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  une  nouvelle 
développable  circonscrite  à  la  surface  (A). 

La  démonstration  analytique  de  cette  proposition  ne  présente 
aucune  difficulté.  Considérons  des  surfaces  inscrites  dans  une 
développable.  Leur  équation  sera  de  la  forme 

p!  p'ï  pp2  pw2 

(31)  r^  +  r^  +  r^^r^=0. 

^    '  X  —  a     ).  —  a'      >  —  a       >.  — a 

Soit 

(32)  p2-^P'^+P'*+p-^:=0 

l'équation  de  la  surface  (A)  inscrite  dans  la  même  développable, 
et  que  l'on  obtient  en  faisant 

X=   00  . 

Si  l'on  retranche  de  l'équation  (31)  l'équation  (32)  multipliée 
par  1  —  h,  on  trouve 

m^     P'(«-/0  .  P'^^'-/0  ,  P"'{a'~h)  ,  P'-^(a'-fe)_^ 
^^'^^        \-a     ^      l-a'      "^      l-a'      ^~  l-a^     -^' 

équation  qui  représente  des  surfaces  passant  par  les  courbes 
situées  sur  la  surface  (A),  et  inscrites,  elles  aussi,  dans  une 
développable. 

Nous  ne  développerons  pas  la  théorie  analytique  des  cycli- 
ques; elle  est  comprise  dans  celle  que  nous  donnerons 
pour  les  surfaces  du  4"  ordre,  qui  sont,  dans  l'espace,  les 
analogues  des  cycliques  planes. 
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•26. 

ûes  cycliques  anaiogues  à  l'ellipse  de  Casaini. 

Le  système  orthogonal  formé  de  cycliques  homofocaies  n'est 
pas  le  seul  qu'on  puisse  former  avec  ces  courbes.  Il  existe  un 
autre  système  orthogonal,  formé  do  cycliques  analogues  à 
i'ellipse  de  Gassini.  Certaines  de  ces  courbes  ont  été  étudiées 
par  Yan  Rees  dans  un  beau  Mémoire  sur  les  focales,  M.  La- 
guerre  les  a  considérées  sous  le  nom  de  cassiniennes,  et  en  a 
donné  plusieurs  belles  propriétés.  Dans  la  Troisième  Partie  de 
ce  travail,  nous  rattacherons  Télude  de  ces  courbes  à  celle 
d'autres  courbes  plus  générales,  et  nous  déduii'oiis  leurs  pro- 
priétés de  quelques  théorèmes  généraux  relatifs  à  l'emploi  des 
imaginaires  en  géométrie. 
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TROISIÈME  PARTIE. 

mude  de  certaines  propriétés  dôs  imaginaires  en  géonié 
trie,  et  d'une  classe  générale  de  courbes  algébriques, 
comprenant  comme  cas  particulier  la  courbe  de  Cassinl. 


27. 

Des  points  associés  dans  le  plan. 

Soient,  dans  un  plan,  des  points  rapportés  à  des  coordonnées 
rectangulaires.  La  distance  d'un  point  (a: ,  y)  à  uri  point  fixe 
du  plan  s'exprime  par  la  formule 

qu'on  peut  écrire 

5«  z={x  +  yi  —  a  —  bi)  {x-^yt  —  a-i-b  i) . 

On  voit  donc  que  le  carré  de  la  distance  se  décompose  en  deux 
facteurs,  et  Ton  est  ainsi  conduit  à  un  système  de  coordonnées 
symétriqties  fréquemment  employé. 

Substituons  aux  quantités  x  ,y\es  coordonnées  u  ,v  ,  défi- 
nies par  les  formules 

(35)  nz=.v  +  yi,      v—x  —  yi. 
Si  Ton  pose,  de  même, 

K=za-hbi  ,      p~a  —  bi, 

on  obtient 

(36)  ô'  =  («  — «)(v-.S)  . 

Cela  posé,  soient  deux  points  P,Q;  par  ces  deux  points 
menons  dos  droites  aux  points  à  l'infini  sur  le  cercle;  ces 
droites  se  rencontrent  en  deux  nouveaux  points  P',Q'.  Nous 
dirons  que  ces  nouveaux  points  sont  associés  aux  premiers. 
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Réciproquement,  P,Q  sont  associés  à  P',Q'.  Si  les  points 
P  ,  Q  sont  réels,  les  points  P',  Q'  sont  imaginaires  conjugués, 
et  inversement.  On  peut  dire  que  deux  couples  de  points  asso- 
ciés sont  deux  couples  de  sommets  opposés  d'un  quadrilatère, 
dont  les  deux  autres  sommets  opposés  sont  les  deux  points 
I  et  J  à  rinnni  sur  le  cercle. 
Soient 

u  =  a  ,v  =  ^   les  coordonnées  du  point  P; 
M  =  a',  v  =  ^'  celles  du  point  Q. 

Le?  coordonu'-es  des  points  associés  seront,  par  exemple, 

pour  le  point  P',  u  =  y.  ,  v—-^'; 
pour  le  point  Q' ,  m  =  a' ,  r  =  ^  . 

Considérons  un  point  quelconque  M  du  plan.  On  aura  les 
formules  suivantes 

M  P'  =  {u  —  «)  (v  —  p)  ,        M  Q*  =  (m  —  a')  [V  —  PO  , 

MP'*rz:(M  — «j(l-  — p')  ,         MQ"  =  (m  — «')(t'  — ^)   • 

On  déduit  d'abord  de  ces  formules 

(37)  iVIP  .MQ  — MP'.MQ'. 

Donc  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  du  plan  à 
deux  points  fixes  est  égal  au  produit  des  distances  du  même  point 
au.r.  deux  points  associés. 

On  peut  déduire  de  nouvelles  relations  de  la  signification 
géométrique  des  facteurs  u  —  a  ,v  —  '^.  Soitt'i  l'angle  que  fait 
MP  avec  Taxe  des  a;;  on  a 

a;  —  rt  =  M  P  .  ces  w  ,      y  —  &  —  M  P  .  sin  w  , 

et  par  suite 

(38)  u  —  a  =  M  P  .  e'^'  ,      r  -  p  =  MP  .  e-"^'  , 
d'où 

(39)  ^  =  «"-". 

V  —  fi 

L'angle  PMQ,  sous  lequel  on  voit  le  segment  PQ,  est  évi- 
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demment  égal  à  la  différence  des  angles  w,  w',  que  font  les 
droites  MP  ,  MQ  avec  Taxe  des  j; .  On  a  donc 


et,  en  extrayant  la  racine  carrée, 

/\       M  P' 

(40)  '"'""  =  M'- 

De  même, 

/^      MP 
AÏQ 

Donc  le  rapport  ûes  distances  d'un  point  M  du  plan  à  deux 
points  est  égal  à  e'^,  V  désignant  l'angle  sous  lequel  on  voit  du 
mêrae  point  le  segmejit  formé  par  les  points  associés. 

Cette  proposition  est  importante  (^);  elle  permet,  quand  deux 
points  sont  imaginaires  conjugués,  do  remplacer  les  éléments 
imaginaires  relatifs  à  ces  deux  points  par  des  fonctions  d'élé- 
ments réels,  correspondants  aux  points  associés. 

Nous  allons  donner  deux  applications.  Prenons  d'abord  deux 
points  fixes  A  ,  B  sur  un  cercle.  On  sait  que  Tangle  sous  lequel 
on  voit  d'un  point  du  cercle  le  segment  AB  est  constant.  Donc 
le  rapport  des  distances  du  même  point  aux  deux  points  A',  B', 
associés  à  A  et  à  B ,  est  aussi  constant.  Si  les  points  A  et  B 


(')  Celle  proposition  se  déduit,  comme  on  voit,   très  simplement  de 
l'équation 

u  —  a' 


v  —  ^'v  —  ^'' 
et  cette  dernière  équation  exprime  que  l'angle  de  deux  droites  MA  ,MB 
multiplié  par  2i  ,  est  le  logarithme  du  rapport  anharmonique  des  quatre 
droites  M  A  ,  M  B  ,  MI  ,  M  J  .  Ce  fait  remarquable,  contenu  implicitement  dans 
une  formule  du  Traité  de  Géométrie  supérieure  de  M.  Chasles,  a  été  pour  la 
premii^re  fois  énoncé  d'une  manière  explicite  par  M.  Laguerre  [Nouvelles 
Annales  de  Malhéinaliques  1853,  p.  57),  et  appliqué  par  ce  géomètre  à  une 
question  importante,  la  transformation  des  relations  contenant  des  angles 
dans  rtiomographie.  On  pourra  consulter  à  ce  sujet  le  liapport  sur  h.s  progrés 
de  la  Géomvlrie,  de  M.  Chasles,  p.  313. 
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deviennent  imaginaires,  A',  B'  deviennent  réels,  et  on  retrouve 
une  propriété  connue  du  cercle.  Mais  nous  allons  traiter  un 
exenriplo  moins  simple. 

On  sait  la  difficulté  qu'ont  rencontrée  les  auteurs  de  Traités 
de  sections  coniques  dans  l'étude  des  propriétés  focales  des 
courbes  du  second  degré.  II  est  difficile,  quand  on  prend  pour 
point  de  départ  les  beaux  théorèmes  généraux  relatifs  aux 
sections  coniques,  de  rattacher  à  ces  propositions  générales, 
d'une  manière  directe,  la  démonstration  des  propriétés  métri- 
ques focales.  Les  remarques  précédentes  permettent,  il  nous 
semble,  de  lever  simplement  cette  difficulté. 

Nous  nous  appuierons  seulement  sur  un  des  deux  théorèmes 
généraux  que  M.  Chastes  a  pris  pour  base  de  sa  Théorie  des 
sections  coniques.  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
oij  une  tangente  mobile  rencontre  quatre  tangentes  fixes  est 
constant. 

Prenons  deux  tangentes  quelconques  se  coupant  en  A ,  et 
deux  autres  tangentes  imaginaires  passant  par  les  deux  points 


à  l'infini  sur  le  cercii',  et  se  coupant  on  un  point  réel  F,  qui, 
d'après  la  définition  générale,  sera  un  foyer.  Soit  une  tangente 
mobile  MM'PP'.  Elle  coupe  les  deux  tangentes  imaginaires  en 
deux  points  imaginaires  P  ,  P'  représentés  pour  plus  de  clarté 
sur  la  figure,  et  ayant  pour  associés  le  foyer  F  et  son  symétrique  f 
par  rapport  à  la  tangente.  Écrivons  que  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  points  M  ,  M',  P ,  P'  est  constant;  nous  aurons 

MP      MP  _ 
MP'  •  M'?'"*" 
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Or,  d'après  la  formule  (4()),  les  deux,  rapports  qui  figurent 
dans  le  premier  membre  peuvent  s'exprimer  en  fonction  des 
angles  relatifs  aux  points  associés.  On  a 


et,  par  suite, 


PM  /\         PM'  /\ 

MP'~^  '       P'M'  - 


^.(FM/'-FM','-)  __  ^ 


La  différence  des  angles  qui  figurent  dans  le  premier  membre 
de  cette  formule  est  évidemment  égale  au  double  de  l'angle 
sous  lequel  on  voit  du  foyer  le  segment  MM'. 

Donc  la  portion  de  tangente  comprise  entre  deux  tangentes  fixes 
est  vue  de  chaque  foyer  sous  un  angle  constant. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  tangentes  fixes  soient 

menées  du  second  foyer.  Les  points  associés  à  M  ,  M'  seront 

le  foyer  F'  et  son  symétrique  /'  par  rapport  à  la  tangente. 

L'angle  MFM'  s'exprimera,  par  la  formule  (40),  en  fonction 

du  rapport  des  distances  du  foyer  F  aux  deux  points  F',/". 

F/' 
Donc  le  rapport  ^, ,  et  par  suite  F/"  restera  constant.  Ainsi, 

le  symétrique  dhm  foyer  par  rapport  à  la  tangente  décrit  un  cercle 
ayant  pour  centre  l'autre  foyer. 

Ces  deux  propositions  peuvent  évidemment  constituer  une 
base  pour  la  théorie  des  foyers.  On  en  déduit  immédiatement 
les  propriétés  métriques  focales. 

Les  points  associés  donnent  lieu  encore  à  des  propriétés 
nombreuses.  Par  exemple,  les  droites  qui  joignent  un  point  M  du 
plan  à  deux  points  F  ,  Q  ont  mêmes  bissectrices  que  les  droites  joi- 
gnant le  point  M  aux  deux  points  associés  P',  Q'.  La  différence 

MP^  +  MQ'  — MP"  — MQ'^ 

est  constante,  quel  que  soit  le  point  M  ,  et  par  conséquent 
égale  à  PQ\  On  a 

PQ»  =  _  P'O"  ,      (MP  -t-  MQV  — (MP'  •+  MQ')«  =  ?Q'  . 

Mais  il  nous  paraît  inutile  de  multiplier  les  énoncés. 
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28. 

5'uue  classe  générais  de  courbes. 

On  peut  niiss)  déduii-o  des  principes  prf^opdeiits  des  propo- 
sitions beaucuLî}»  plus  i>éiiérales,  s'appliquant  à  une  clause 
nouibreiise  de  courbes  de  tous  les  degrés.  Voici  la  detiuition 
de  CCS  couj'hos,  nuxqneiies  nous  allons  étendre  une  des  pro- 
priétés les  plus  importantes  du  cercle. 

Soit  une  courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de  l'un 
quelconque  de  ses  poials  à  une  série  de  pôles  fixes  soil  dans  un 
rapport  constant,  auec  le  produH  des  distano^s  du  même  point  à  une 
iiutre  série  de  pâlct^  fixes. 

Son  équation  sera 

rr'r"    . .  ~k  AWV  W" ...  \ 

ou 

(  u  —  «  )  (  y  —  |3)  (U  ■-■C^')(V—P']..      _  ^, 

{u  —  a) (v  —  b) {u  —  a'}{v  ~b')...  "' 

Cette  équation  peut  aussi  s'écrire 

(h  —Cf.]  (u  —  «').. .    __  k(v  —  b)  [v  —  b')... 
hin~a){u~a')...~    (t;-/?)  (o-|3')  ••• 

Elle  est  donc  de  la  forme 

(41,  iN_t(l), 

où  ^  ,  <jp,  ,  ■-]> ,  ■!',  ,  désignent  des  polynômes  imaginaires,  conju- 
gués deux  à  deuH.  H  est  évident  que,  j'éciproquement,  toute 
équation  de  la  forme  (41)  représente  une  eoui'he  jouissant  de 
la  propriété  énoncée,  et,  pour  avoir  les  deux  séries  de  pôles 
contenus  dans  cette  définition,  il  suHira  de  décomposer  en 
facteurs  les  polynômes  ^  ,^  . 
Or  l'équatum  {A\)  peut  s'écrire 

.  .y(»)-l-H(M)^-|,(f)  +  ).^(r)^ 


»)K  COIJUBES  ET  DE  SURFACES  ALGÉBRIQUES.  67 

OU 

La  forme  nouvelle  de  l'équation  est  identique  à  la  première  (41); 
mais  les  racines  des  polynômes  ont  changé.  La  définition  de 
la  courbe  reste  donc  la  nuS'ne,  mais  avec  d'autres  ptilcs. 

Donc,  si  un^  courbe  est  telle  que  les  produits  des  distances  de 
l'un  de  ses  points  à  deux  séries  de  pôles  fixes  soient  dans  un  rapport 
constant,  cette  propriété  subsistfra  quand  on  remplacera  les  pôles 
fixes  par  une  infinité  de  nouveaux  systèmes  de  points  convenable- 
ment choisis. 

Les  deux  nouvelles  séries  de  pôles  ne  :>eront  réelles,  comme 
le  montre  l'équation  précédente,  que  si  À  et  >/  sont  imaginaires 
conjugués.  Alors  les  pôles  de  la  première  série  seront  donnés 
par  les  équations 

(43)  *(M)=:y(u)-l~>,y(îO  — 0  ,         4.,(r)  — y^(f;)-hA'fXlV~^  > 

et  ceux  de  la  seconde  par 

(44)  H-(u)  =  ^(w)-f-),>(u)=:0\      rX^)=z^^{v)-hUjv)  —  () . 

Il  y  a  plusieurs  remarques  à  faire  sur  ces  nouveaux  pôles. 
D'abord  les  équations  (48) ,  (4-4)  sont  du  même  degré.  Donc, 
alors  même  que  les  pôles  primitifs  ne  seraient  pas  en  même 
nombre  dans  les  deux  séries,  les  nouveaux  pôles  seront  en 
nombre  égal  dans  chaque  série. 

En  second  lieu,  si  Pun  des  pôles  était  multiple,  le  polynôme 
f  {u)  avait  un  facteur  muttiplé;  mais,  dans  les  nouveaux  sys- 
tèmes, il  n'en  est  plus  ainsi,  el  les  pôles  multiples  sont  rem- 
placés généralement  par  des  pôles  simples,  en  nombre  égal  au 
degré  de  multiplicité. 

Enfin,  on  peut  disposer  de  /.  et  de  A'  de  manière  que  l'un  des 
pôles  soit  en  un  point  donné  quelconque,  et  les  autres  seront  alors 
déterminés.  Si  nous  exprimons,  en  effet,  que  les  équations  (4r3) 
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sont  vérifiées  par  des  valeurs  données  de  u  et  de  v,  ces  équa- 
tions feront  connaître  X  et  /'. 

Quand  on  aura  choisi  arbitrairement  le  premier  pôle  A,, 
voici  comment  on  trouvera  tous  les  autres.  Par  A^  on  mènera 
des  droites  aux  deux  points  I ,  J  ;  ces  droites  coupent  la  courbe 
en  deux  groupes  de  n  points,  et  on  reliera  d'une  manière 
quelconque  les  points  du  premier  groupe  à  ceux  du  second 
par  n  droites.  Les»  pôles  de  Tune  des  séries  seront  les  symé- 
triques de  Al  par  rapport  à  ces  n  droites;  et,  en  opérant  comme 
précédemment  sur  l'un  de  ces  n  pôles,  on  trouvera  de  même  A, 
et  les  w  —  1  pôles  qui  avec  k^  forment  la  série  associée  à  la 
précédente. 

La  courbe  la  plus  simple  de  la  classe  actuelle  est  le  cercle, 
pour  les  points  duquel  le  rapport  des  distances  à  deux  pôles 
fixes  est  constant.  La  proposition  énoncée  plus- haut  est  donc 
la  généralisation  d'une  des  propriétés  fondamentales  du 
cercle. 

Mais  il  nous  paraît  digne  d'intérêt  qu'on  puisse  étendre  à 
toutes  nos  courbes  les  propriétés  relatives  à  l'angle  inscrit 
dans  le  cercle,  et  de  la  manière  suivante  : 

Donnons,  dans  la  formule  (4-2),  à  X  et  à  X'  des  valeurs  ima- 
ginaires, e"',  e*'',  dont  le  module  soit  funité.  Cette  équation 
prendra  la  forme 

Les  deux  termes  des  deux  fractions  sont  imaginaires  conju- 
gués. Donc,  si  nous  les  décomposons  en  facteurs,  l'équation 
précédente  deviendra 

M — a      M — a'      U  —  a."  _U  —  a      U  —  «'      U  —  fl' 

V  —  p    V  —  /S'     V  —  p"  V — b    V  —  6'     V — b' 

oij  (a  ,  P) ,  (a',  g') ,  ... ,  (a  ,  h)  ,  ...  sont  imaginaires  conjugués. 

Soient  A,-  le  point  réel  défini  par  les  coordonnées  a, ,  p,  ;  B.  le 

point  réel  défini  par  a,  ,  è, .  Désignons  par  w,  l'angle  que  fait 

avec  l'axe  des  x  le  rayon  qui  va  du  point  M  {u  ,  v)  au  point  A,-  ; 
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par  W.  le  même  angle  pour  le  point  B<.  On  a,  d'après  une  for- 
mate déjà  rappelée  (39), 


M  — a 

'         V- 

-6 

,  etc. 

L'équation  (45)  prend 

donc  la  forme 

u 

4-  w,  H-w,  +  ••' 

.-.'-«', 

,  -«% 

=  constante 

ou 

(46) 

&)  —  w'  -+   w,— 

-0)',  +  w,— 

-<«',+  •••  = 

:  conslanle. 

Sous  cette  forme,  elle  exprime  que  la  somme  des  angles  sous 
lesquels  on  voit  d'un  point  de  la  courbe  les  segments  recLi- 
lignes  AB  ,  A,B,  ,  ...  ,  A.  B. ,  •••  est  constante. 

Donc,  quand  une  courbe  est  telle  que  les  produits  des  distances 
de  l'un  quelconque  de  ses  points  à  deux  séiies  de  pôles  fixes  soient 
dans  un  rapport  constant,  on  peut  rncore  la  considérer,  et  d'une 
infinité  de  manières,  comme  le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  (ou 
la  différence)  des  angles  sous  lesquels  on  voit  d'un  point  de  la 
courbe  des  segments  fixes  soit  constante. 

On  obtient  ainsi  la  généralisation  complète  de  la  propriété 
de  l'angle  inscrit  dans  le  cercle.  Il  y  a  quelques  remaniues  à 
présenter  sur  les  segments. 

D'abord  leurs  extrémités  sont  sur  la  courbe  ;  cela  est  évident 
d  après  Téquation,  et  résulte  aussi  du  théorème.  Car,  lorsque 
le  point  décrivant  la  courbe  sera  en  un  des  points  A  par 
exemple,  l'angle  sous  lequel  on  verra  du  point  le  segment  AB 
sera  indéterminé,  et  on  pourra  lui  donner,  en  particulier,  la 
valeur  qui  satisfait  à  l'équation  (46). 

On  se  rend  compte  d'ailleurs  du  résultat  qui  précède  au 
moyen  d'une  proposition  déjà  énoncée.  Ou  sait,  en  effet,  que 
Tangle  V,  sous  lequel  on  voit  un  segment  d'un  point  M, 
s'exprime  en  fonction  des  distances  r  ,r'  aux  points  associés 
du  segment,  par  la  formule 

.V         *' 

r' 
On  voit  donc  qu' analytiqusment  les  deux  définitions  données 
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dans  les  énoncés  pr^ci'dents  sont  identiques.  Mais  Tune  n'est 
employée  qup  lorsque  les  éléments  qui  ngurenl  dans  l'autre 
deviennent  irn^iginaires  conjugués. 

Les  courbtîs  précédentes  onl  des  foyers,  que  nous  allons 
déterminer.  A  cet  eflet,  reprenons  leur  équation,  qu'on  peut 
écrire 

<//  (u)  -4-  X  f(ti}  ~  ^,  (v)  -^•  X'4,  (y) 

Les  pôles  de  la  première  série  correspondants  à  cette  forme 
de  réquation,  sont  dc'terrninés  par  les  l'acines  de  l'équation 

(47)  f(u)A-'A-y^u)  =  0 . 

Disposons  de  A  de  telle  manière  que  cette  équation  ait  une 
racine  double,  ce  qui  exio-e  que  l'on  ail. 

<f'(u)  +  U-{u):^:{), 

ou 

'f  (u)  -y  (m)  —  ^{v)  o'  \^u)  --  0 . 

Alors,  toutes  les  dioites  données  par  les  valeurs  de  o,  racines 
de  réqiiation 

seront  Itingentes  à  la  courbe;  car  leurs  intersections  avec  la 
courbe  sont  déiuiies  par  l'équation  (47),  qui  a  une  racine 
double.  Les  points  réels  situés  sur  ces  droites  seront  donc  les 
foyers.  Nous  ferons  Tapplication  de  cette  remarque  eu  étudiant 
(juelques  courbes  particulières. 

Pour  ce.'^  systèmes  de  pôles  particuliers,  l'équation  dfs 
courbes  prendrait  la  forme 

R'WH"  •••    -  f:  .rr'r"r"'  ■■■  . 

Il  y  a  uj?  pôk  double,  dans  la  première  fséi'ie.  Ceux  de  la  seconde 
Sûnt  dei  foyers. 

Enfin,  il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  que  les  courbes 
étudiées  dans  cet  article  appartiennent  à  la  classe  de  celles 
dont  la  définition  ne  change  pas  quand  on  les  transforme  par 
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rayons  vecteurs  réciproques.  Si  Je  pôle  est  dans  le  pian,  cela 
est  évident;  car  toute  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques  se  ramène,  conime  on  sait,  dans  ie  système  de 
coordonnées  symétriques,  à  eHectuer  une  substitution  de  Ja 
forme 

(48j  M  —  ~ r-,  ,       r  =r  -^ - 

^    ^  pt\-\-p'  bu^-h  b' 

et  une  telle  substitution  ne  change  en  aucune  façon  la  forme 
des  équations  de  nos  courbes.  Mais  on  peut  donner  aussi  la 
démonstration  suivante  qui  s'appiiqije  au  cas  où  le  pôle  de 
transformation  est  en  dehors  du  plan,  et  où  nos  courbes  planes 
deviennent  des  courbes  sphéfiques. 

Étant  donnés  le  pôle  0  et  deux  points  A  ,  M ,  dont  les  trans- 
formés sont  a  ,  m.  on  aura 

^=^„      AM  =  OA.l^- 
OA       Om  Om 

Cette  formule  nous  montre  que  la  distance  d'un  point  vana- 
ble  M  à  un  point  fixe  A  se  reproduit  multipliée  par  une  con- 
stante et  divisée  par  la  distance  du  point  m  au -pôle. 

Donc  toute  équation  homogène  entre  les  distances,  et  en 
particulier  l'équation 

RR'  ...  =  k.rr'  ...  , 

où  le  nombre  des  facteurs  est  le  même  dans  chaque  membre, 
conservera  la  même  forme  après  une  transformation.  Cepen- 
dant, si  le  pôle  de  la  transformation  était  placé  en  un  des  pôles 
de  la  courbe,  A  par  exemple,  le  facteur  R  correspondant  dispa- 
raîtrait, quel  que  fût  son  de^ré  de  multiplicité.  Par  exemple 
Téquation 

R  R'  --=  k  .  r» 

représente  une  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 
d'ellipse  de  Cassini,  puisqu'on  pourra  faire  disparaître  le  fac- 
teur r\ 
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29. 

Du  système  orthogonal  formé  avec  les  courbes  procédentes. 

Soient  les  deux  systèmes  de  courbes  représentes  par  les 
équations 

(49)  -; r  =  «  . ' 

»"t 

(50)  li^        p^^fj^. 

Lorsqu'on  fait  varier  a  ,  ^ ,  les  équations  précédentes  repré- 
sentent deux  systèmes  de  courbes  isothermes  et  orthogonales. 
Nour  rappellerons  d'abord  en  (juelques  mots  la  démonstration 
de  ce  théorème. 

Les  formules  précédentes,  si  l'on  prend  les  logarithmes  des 
deux  membres,  rentrent  dans  le  type 

*  {U)  H-  T  (r)  =  G  ,        *  (tt)  —  T  (r)  :r=  G,  . 

D'après  cela,  si  Ton  considère  la  courbe  de  chaque  système 
passant  par  un  point  donné  du  plan,  les  tangentes  à  ces  deux 

courbes  seront  données  par  des  valeurs  de  —  égales  et  de  si- 
gnes contraires.  Or  on  a,  en  appelant  V  l'angle  que  fait  la 
tangente  avec  l'axe  des  x, 

du dx+  idy j.v 

dv       dx — îdy 

En  appelant  V.  ,  \',  les  angles  pour  nos  deux  courbes,  on  aura 
donc 

e.v.,^-_e«v',  ^     ou    V,-V\r=±^> 

z 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Ainsi,  deux  systèmes  de  courbes  représentés  par  les  deux 

équations  du  type 

1 51  )  *  (w)  +  n  (  r)  =  x  ,      *  rw)  —  i  (r)  =  p  , 


DE  COURBES  ET  DE  SURFACES  ALGÉBRIQUES.  73 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(52)  itH"""'      *'(^^)^'^'>  =  ^' 

sont  des  systèmes  orthogonaux  :  ce  sont  les  systèmes  iso- 
thermes, si  souvent  étudiés  par  les  géomètres. 

L'interprétation  géométrique  des  équations  (49)  et  (50)  nous 
conduit  alors  au  théorème  suivant  : 

Si  l'on  considère  les  courbes  telles  que  les  prodmts  des  distances 
d'un  quelconque  de  leurs  points  à  deux  séries  de  points  fixes  soient 
dans  un  rapport  constant,  elles  seront  toutes  coupées  à  angle  droit 
par  des  courbes  qu'on  pourra  définir  de  la  même  manière. 

Les  pôles  qui  servent  à  la  définition  des  courbes  orthogo- 
nales sont  obtenus  de  la  manière  suivante.  Soient 

A,A',...,      A,, A',,... 

les  droites  passant  par  les  premiers  pôles  des  premières  cour- 
bes et  les  points  I  et  J;  soient  de  même 

B,  B',  ...  ,      B,  ,  B, ,  ... 

les  droites  passant  par  les  seconds  pôles  des  mêmes  courbes 
et  les  points  I  et  J .  Les  pôles  des  courbes  orthogonales  seront 
déterminés  par  les  intersections  des  droites 

A  5  A  ,  ...  ,  t  A,  ,  A  ,  J  . .  .  , 

B,,B',,  ...  ,  (  B,B',  ...  . 

Mais,  les  nouveaux  pôles  étant  imaginaires,  la  définition  du 
second  système  orthogonal  doit  être  énoncée  de  la  manière 
suivante  : 

Le^  courbes  du  second  système  sont  telles  que  la  somme  det>  angles 
sous  lesquels  on  voit  les  segments  formés  en  associant  deux  à  deux 
les  pôles  des  deux  séries  du  premier  système  orthogonal  soit 
constante. 

C'est  la  forme  sous  laquelle  on  donne  ordinairement  les 
propriétés  du  second  système  orthogonal. 
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30. 


Des  cf'urbeB  lieux  des  points  d'où  l'on  voit  plusieurs  segmenl*  sous  des 
angles  dont  la  somrae  est  nulle. 

L'équation 

^^^'  f.^  /i  :  *  1  ?i  <îésignent  des  polyrjômes  imaginaires  conjugués, 
dont  les  premiers  termes  ont  riinitépour  coefiicient,  est  com- 
prise comme  cas  particulier  dans  Téquation  (45).  Elle  repré- 
sente des  courbes,  de  degré  impair,  qui  se  distinguent  des 
rourbes  générales,  en  ce  que  la  somrae.  des  angles  sous 
lebquels  on  voit  d\in  point  de  la  courbe  plusieurs  segments 
est  égale  à  un  niultiple  de  tc.  L'équation  peut  en  effet  s'écrire 

ou 

Y  +  V  ^- V"  H-  ...  =  kn  . 

La  même  propriété  subsiste  avec  d'autres  segments;  car  on 
peut  écrire  l'équation  précédente  sous  la  forme 

y(n)4-r/^(l0^y,u^)  +  >7at•)^ 
?(«)  +  >/\«)      ?i^'0 +  ■>/".(*') 
absolument  semblable  à  la  forme  (58);  mais  les  segments"^ 
servant  à  la  définition  de  la  courbe  sont  changés,  et  demeurent 
réels,  si  a  et  /.'  le  sont.  Donc, 

Quand  une  courbiieH  le  lieu  des  points  tels  qu'on  voit  de  ces 
points  plusieurs  segments  sous  des  angles  dovt  la  somme  est  un 
multiple  de  r. ,  elle  covserve  la  même  propriété  avec  une  infinité 
d'autres  segments,  ayant  tons  leurs  extrémités  sur  la  courbe. 

Les  courbes  précédentes  comprennent  comme  ras  particu- 
lier celles  qui  sont  définies  par  un©  équation  do  la  forme 


(M)  2s7  =  J^- 
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00  lr:8  quiiiJtité?  H,-  désignenl  des  distances  à  des  pôles  fixes, 
situés  sur  une  droite.  Si  nous  prenons  cette  droite  (30ur  axe 
des  X,  réquation  précédente  pourra 


s  ecnr(i 


ou,  en  multipliant  par  u  — v  , 

(S5)  V     /•"      +  Aw=  y '—   1-  ko  , 

ou  enfin 

fin)       fiv) 

Mais  aous  n'insistons  pas  sur  ce  cas  particulier,  que  nous 
aurons  à  considérer  plus  loin  à  un  autre  point  de  vue  (voir 
art.  37). 

31. 

Des  rapports  entre  la  tliéorie  générale  des  cycliques  et  celle  des  fonctions 
elliptiques. 

L'étude  délaillée  de  ce?  rapports  nous  entraînerait  trop  loin. 
Cependant  nous  allons  indiquer  rapidement  comment  la  théo- 
rie générale  des  cycliques  peut  être  raUachéo  aux  fonctions 
elliptiques. 

Sott  IVquation  différentielle 

du  (Iv 

(ob) 


où  /■(«)  ,  /■,  («)  désignent  des  polynômes'  imaginaires  conjugué!^ 

du   ¥  degré.   En  général,  cette  équation  ne  peut  s'intégrer 

du 
en  termes  finis.  Mais,  si  la  diflerenlielle  --;:z=  se  déduit  de 

yfiii) 

.  ■ par  une  substitution  linéaire  de  ia  forme 
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a\  +  a' 


(S7)  u  = 


bc  +  b' 


la  différentielle  .  . :  se  déduira  de  même  de  .  . 

par  la  substitution 


imaginaire  conjuguée  de  la  précédente,  et  l'équation  différen- 
tielle (56)  sera  intégrable  algébriquement.  L'étude  de  cette 
intégrale  nous  avertit  que  la  courbe  qu'elle  représente  est  une 
cyclique  plane  quelconque.  Elle  est  en  effet  de  la  forme 

D'ailleur:^,  l'équation  difiFérentielle  (56)  met  en  évidence  les 

propriétés  focales  de  la  courbe. 

En  effet,  soient 

f[u)  =  A  (m  —  rt.)  (m  —  a,)  (M  —  a,)  (m  —  a,)  , 

A  (v)  =  B  (f  -  b,)  {V  -  &,)  {V  -  63)  {V  -  6 J  . 

La  droite 

u  =  a,- 

du 
coupera  la  courbe  en  un  point  pour  lequel  t-,  est  nul,  d'après 

l'équation  différentielle.  Cette  droite  est  donc  tangente  à  la 
courbe.  Il  en  est  de  même  des  droites 

La  cyclique  aura  donc  les  16  foyers  définis  par  les  équations 
W  =  0,        /.(r)  =  0. 

Nous  allons  démontrer  que  ces  foyers  peuvent  être  placés 
4  à  4  sur  des  cercles. 

Les  polynômes  f  (u) ,  f^  (v)  provenant  d'un  même  polynôme 
par  une  substitution  linéaire,  leurs  racines  auront  les  mêmes 
rapports  anharmoniques.  Supposons  par  exemple  que  0  (Oj , 
0, ,  a3 ,  a,)  =  0  (6, ,  6,  ,  6, ,  b,).  On  aura 

a,  —  a,    a,  —  a^  __  ^1  —  &3  .  ^t  —  b^  _ 
a^  —  a^'a^  —  a,^       6, — b^' b^  —  b^ 
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Soient  A^  ,  A,  ,  A3  ,  A^  les  quatre  foyers  déterminés  par  les 
coordonnées  (a,  ,  b,)  ,  (a,  ,  b,)  ,  (a, ,  b,) ,  (a, ,  b,) .  On  a ,  d'après 
des  formules  que  nous  avons  fréquemment  employées, 

a,  — a.       A,  A3    ./.\        a,  — a.      A,  A,    ./.\ 

.   1 ^   '       ■>  yii.AiA,A<  ' i  '  gt.A,A,A. 

rt,  —  «3"  A, A,  '     ^5  — «i       AjAi  ' 

et  de  même  pour  les  rapports  figurant  dans  le  second  membre 
de  réquation,  ce  qui  nous  conduit,  en  substituant,  à  la  formule 

2(A,A3A,-A,AA)  =  2À-7r  . 

Cette  égalité  exprime  que  le  quadrilatère  formé  par  les  quatre 
points  est  inscriptible,  et,  par  conséquent,  que  les  quatre  foyers 
sont  sur  un  cercle. 

Comme  chaque  valeur  du  rapport  anharmonique- répond  à 
quatre  dispositions  différentes  des  éléments,  on  trouvera  quatre 
cercles  sur  lesquels  les  16  foyers  seront  rangés  4  à  4. 

Enfin  Téquation  (56)  conduit  à  une  construction  simple  de 
la  tangente  aux  cycliques,  analogue  à  celle  que  Ton  connaît 
pour  les  courbes  du  second  degré.  Car  soient  V  ,  w,  ,  w, ,  (o^ ,  (o,^ 
les  angles  que  font  avec  Taxe  des  x  la  tangente  au  point  M  et 
les  droites  MA,  ,  MAj ,  MA3 ,  MA^ ,  qui  joignent  ce  point  aux 
quatre  foyers  ;  l'équation  différentielle 

A    u  —  a^    u — a,    u-  a.    u—a^ 
B    v  —  bi    v—bi    V  —  6,    V—  b^ 


\dv)- 


conduit,  en  posant 


à  la  relation 

(69)  2V=:2K  +  ...  +«,+  o.,4-w,r:xM.7r, 

et  cette  relation  donne  pour  l'angle  V  deux  valeurs,  différentes 

de  ~;  par  conséquent,  les  tangentes  aux  deux  courbes  passant 

en  un  point  du  plan  sont  perpendiculaires.  Ainsi,  l'équation  (56) 
est  intégrée  par  le  système  des  cycliques  planes,  homofocales  et 
orthogonales. 
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Pour  construire  iitniplenienl  la  formule  (59).  ii  suffira  de 
connaître  la  constante  K,  et,  pour  cela,  de  placer  d'abord  le 
point  M  sur  le  cercle  focal.  Mais  nous  n'insistons  pas  sur  ce 
point  do  détail.  Remarquons  aussi  que  l'es  formules  de  sub- 
stitution (57),(r>8K  interprétées  géométriquement,  donnent  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  dans  le  plan. 
Nous  retrouvons  donc  r ette  proposition  ;  Toute  cyclique  plane 
ext  la  tranfiformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  Ci/clique  à 
deux  axes  de  symétrie. 

Ces  dernières  cycliques  ont  été  étudiées  par  M,  Siebeck  dans 
deux  Méraoiies  importants  (t.  LVll  et  LIX  du  Journal  de  Bor- 
chardt).  Les  ovales  de  Descartes  ont  été  considérées  au  même 
point  de  vue  par  l'auteur  dans  les  Annales  de  l'Ecole  Normale. 
Signalons  aussi  des  articles  de  M.  Laguerre  dans  le  Bulletin  de 
la  Société  Philomatkique  (*). 

De  l'eilipse  de  Cas&ini. 

On  sait  que  l'équation  de  cette  courbe,  rapportée  à  ses  axes 
de  symétrie,  est 

[X'  -h  y'Y  -,  a'  {x'  —  y')  -i-b'^-Q. 

C'est  donc  une  cyclique;  c'est  aussi  ce  qui  résulte  de  l'équation 
focale 

rr  =  h  , 

«t  cette  dernière  équalion  va  nous  permettre  d'énoncer  les 
propriétés  caractéristiques  de  Tellipse  de  Cassini, 

Proposons-nous  d^abord  le  problème  suivant,  résolu  d'une 
manière  e^énérale  par  M.  de  la  Gournerie  {^)  :  Étant  donnée 


[^)  Sup  les  applications  de  la  Géométrie  au  Cilcul  Intégral.  Bulletin  de  la 
Société  Philomathique,  1807,  p.  SI. 
('')  Journal  Je  Ltauville,  t.  XIV,  2^  série.  Mémoire  sur  les  lignes  spiriques. 
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ujie  cyclique  plane,  définie  par  la  conique  déférente  (K)  et  par 
le  cercle  directeur  (A),  déterminer  les  foyers  singuliers  de 
cette  cyclique. 

Nous  avons  vu  que  les  foyers  singuliers  sont  les  points  réels, 
situés  sur  les  asymptotes  de  la  cyclique.  Nous  savons  aussi 
qu'étant  donné  un  des  cercles  orthogonaux,  au  cercle  (A)  et 
ayant  son  centre  en  m  sur  la  conique  (K),  pour  avoir  les  points 
de  la  courbe,  il  faut  abaisser  du  centre  0  de  (A)  une  perpcn- 
diculajre  sur  la  tang:ente  en  m.  Les  points  d'intersection  de 
cette  perpendiculaiic  et  du  cercle  appartiennent  à  la  cyclique, 
I/un  de  ces  pouits  s'éloignera  à  lïnfini  dans  le  cas  seulement 
où  la  tangente  en  M  à  la  conique  ira  passer  par  un  des  points 
à  rinfuii  sur  le  cercle,  1  par  exemple.  Alors  la  tangente  à  In 
cyclique  sera  la  tajigente  au  cercle,  c'est-à-dire  la  tangente 
menée  à  la  conique  par  le  point  I.  On  voit  donc  que  les 
asymptotes  de  la  cyclique  seront  les  tangentes  menées  à  la 
conique  des  deux  points  T  et  J;  eu  d'autres  termes,  les  foijcrs 
singuliers  de  la  cyclique  seroul  les  foyers  ordinaires  de  la  conique 
déférente. 

Cela  posé,  soit  une  ellipse  de  C4assini,  Les  points  qu'on 
appelle  d'ordinaire  foyers  de  cette  courbe,  et  qui  donnent  lieu 
lieu  à  l'équation 

rr'  --  k , 

seront  à  la  fois  des  foyers  orainaires  et  des  foyers  singuliarb. 
L'ellipse  de  Cassini  s'obtiendra  donc  en  prenant  une  conujue 
déférente  (K)  à  centre  unique  quelconque,  et  un  cercle  direc- 
teur concentrique  à  cette  conique.  D'ailleurs,  comme  les 
foyers  de  la  conique  (K)  doivent  aussi  étie  foyers  de  la  courbe, 
il  faudra  que  le  cercle  (A)  passe  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à  la  conique  de  ses  deux  foyers.  Cela  nous 
conduit  au  mode  suivant  de  génération  : 

On  obtient  la  courbe  de  Cassini,  en  prenant  une  conique 
déférente  quelconque  (qui  doit  être  une  hyperbole,  si  la 
courbe  est  réelle),  et  pour  cercle  directeur  le  lieu  des  points 
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d'où  Tûri  peut  mener  à  la  conique  des  tangentes  rectangu- 
laires. 

Si  l'hyperbole  a  son  axe  réel  plus  grand  que  Taxe  in;agind;re, 
la  courbe  est  formée  des  deux  ovales.  Dans  ce  cas,  les  quatre 
foyers  sont  sur  l'axe  réel. 

Si  rhyperbole  a  son  axe  imaginaire  plus  grand  que  Taxe 
réel,  on  obtient  la  courbe  formée  d'une  seule  branche.  Deux 
des  foyers  réels  sont  sur  l'axe  imaginaire. 

Enfin,  SI  l'hyperbole  est  équilatère,  c'est  la  lenmiseate  que 
l'on  obtient. 

Pour  avoir  les  quatre  foyers  de  la  courbe,  d  suffira  de  mener 
des  droites  aux  points  I  et  J  par  les  quatre  point-,  d" intersection 
de  la  conique  déférente  et  du  cercle. 

Ce  sei'ait  ici  le  lieu  de  montrer  comment  les  propriétés  des 
cycliques  permettent  de  généraliser  un  théorème  relatif  à  la 
lemniscate,  et  de  donner  un  mode  parfait  de  représentation 
des  intégrales  elliptiques  par  un  arc  de  courbe.  Mais  ces  pro- 
priétés peuvent,  sans  inconvénient,  être  détachées  du  travail 
actuel. 

L'ellipse  de  Cassini  fait  partie  des  courbes  que  nous  avons 
étudiées  au  n"  27.  Son  équation  peut,  en  effet,  s'écrire 

(60)  (u^—c')iir—c^)  =  a', 

d'où  l'on  déduit 


a'  V*  —  c* 


et,  par  suite, 
équation  de  la  forme 


>.'a')  =  )A'  L«  — c'  +  M  (v'~c'  +  ~Y 


RR'—^-.  rr'  ; 

et  les  nouveaux  pôles  seront  déterminés  par  les  équations 


««r=c'  — irt*, 

1       À' 

t'»  =  C*  — /fl^  , 

(«'  =  0'-?-* 
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Considérons  un  cas  particulier, 
l'équation  deviendra 

Cette  équation  peut  s'écrire 

(01)  |p'-RR', 

p  désigne  la  distance  au  centre  de  la  courbe;  R  ,  B'  sont 
évidemment  les  distances  aux  deux  autres  foyers  détermines 
par  les  formules 

Donc ,  le  prodtdt  des  distances  aux  deux  seconds  foyers  est  pro- 
portionnel au  carré  de  la  distance  au  centre. 

11  résulte  delà  que  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques d'une  ellipse  de  Gassini  est  encore  une  ellipse  de 
Gassini,  si  Ton  met  le  pôle  au  centre.  Seulement,  pour  la 
courbe  formée  d'une  seule  ovale,  les  deux  foyers  donnant  lieu 
à  la  propriété  focale  rr'  =k  passeront  par  la  transformation 
sur  l'axe  perpendiculaire. 

Nous  allons  maintenant  développer  la  propriété  dos  segments 
capables,  en  écrivant  l'équation  (60)  sous  la  forme 


(a_p),  y  — c'  +  a'r 


(62)         :i_:_::_:iii^      -  -  -' 

«' —  c'  +  a~er  r*  -  c^  +  a^e  .^* 

D'après  les  propositions  générales  données  plus  haut,  cette 
équation  exprime  que,  si  l'on  considère  les  deux  segments 
dont  les  extrémités  sont  données  par  les  formules 

pour  la  première  extrémité,  et 
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pour  la  seconde,  la  somme  des  angles  sous  lesquels  on  voit 
ces  deux  seements  est  oonstanio.  Donc, 

Si  l'on  inscrit  dans  i' ellipse  de  Cassini  un  parallélogramme  de 
même  centre,  la  somme  algébriffiic  des  anghjs  sous  lesqueis  on  voit 
les  côtés  opposés  d'un  point  de  la  courbe  est  constante. 

Ces  remarques  servent  d'application  aux  théorèmes  géné- 
raux énoncés  plu^-haul. 

L'ellipse  de  Cassini  n'est  pas  d'ailleurs  la  cyclique  la  plus 
générale  ayant  une  équation  de  la  forine 

RR'  =  K.rr'  . 

II  semble  même  que  cette  équation,  contenant  9  constantes-, 
serait  propre  à  représenter  les  cycliques  planes  les  plus  géné- 
rales. Mais,  comm«  on  a  démontré  que  cette  équation  peut 
conserver  la  même  forme  avec  une  infinité  de  bystèmes  de 
pôles,  et  que  même  l'un  d'eux  peut  être  choisi  arbitrairement, 
;0{i  voit  qu'elle  ne  contient,  en  réalité,  que  7  constantes,  et  ue 
peut  représenter  toute  cyclique.  Nous  verrons  plus  loin  com- 
ment on  peut  rattacher  tout  cela  aux  théorèmes  de  Poncelet. 
Les  cycliques  déiînies  par  l'équation 

fornaent  lorsque  K  varie,  un  système  de  cycliques,  coupées  à 
angie  droit  par  les  courbea  satisfaisant  a  léquation 

(64)  ÂMB  -{-  A 'MB'  =::  con.t. 

Ces  nouvelles  courbes  sont  encore  des  cycliques.  On  a  donc 
un  syjrtèin'e  double  orthogonal ,  formé  exclusivement  de 
cycliques. 

Ce  système  conjprend,  comme  cas  particulier,  celui  des 
ellipses  de  Csîsini  et  des  hyperboles  équilaières,  qui  a  été 
étudié  surtout  par  Lamé.  II  sniTjt  que  deux  des  pôles,  B  ,  B', 
servant  à  la  déiijutioii  du  premier  sysfème,  soient  rejetas  à 
l'infini.  Toutes  leis  cycti({u<?>  du  système  général  sont  d'ailleurs 
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lies  transformées  par  rayons  vecteurs  réclprotiucs  de  l'eîlipse 
de  Cassmi. 


33. 

Des  points  associés  à  la  surface  de  la  sphère. 

Les  propriétés  des  points  associés  dans  le  plan  ont  leurs 
analogues  dans  la  aéoniétrie  sphérique. 

Si  nous  transformons  une  figure  plane  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  au  plan  correspond  une  splière;  aux  droites  du 
plan  passant  par  le  point  I  correspondent  les  génératrices  d'un 
même  système  delà  sphère.  De  même,  aux  droites  passant  par 
le  point  J  correspondent  les  génératrices  rectiligncs  du  second 
système.  On  voit  donc  que  toute  génératrice  de  la  sphère  a  un 
point  réel,  et  que  les  génératrices  d'un  système  sont  imagi- 
naires conjuguées  de  celles  de  Faulre.  Donc,  à  un  quadrilatère 
du  plan,  ayant  pour  sommets  opposés  les  deux  points  ï  et  J, 
correspond  sur  la  sphère  un  quadrilatère  reotiligne  formé  de 
deux  génératrices  de  chaque  système.  Il  résulte  de  là  la  cons- 
truction des  points  P',  Q',  associés  aux  points  P ,  Q. 

Par  les  points  P  ,  0  on  mènera  les  deux  génératrices  rec- 
tilignes  de  la  sphère,  qui  passent  en  ces  [>oints.  Ces  deux 
générati'ices  se  coupent  en  deux  points  P',  Q'  qu'on  dira 
associés  aux  premiers.  Il  est  clair  que  la  droite  P'Q'  est 
la  polaire  de  PQ,  et,  par  conséquent,  si  l'un  des  couples, 
PQ  ,  P'Q'  est  réel,  l'autre  sera  nécessairement  imaginaire. 

Il  est  vrai  que,  dans  le  plan,  nous  faisions  une  distinction 
entre  les  points  P',Q'.  Si  les  points  P  et  0  ont  pour  coor- 
données 


Pi»=«> 

(  V  .T=  b' , 

s  avons  pris 
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(Voir  art.  26).  Mais  ici  la  même  distinction  peut  évidemment 
être  faite  ;  car  aux  droites  passant  par  le  point  ï  dans  le  plan 
correspondront,  sur  la  sphère,  les  génératrices  d'un  système, 
que  nous  appeierons  (1);  et  de  même,  aux  droites  passant 
par  J  dans  le  plan,  les  droites  du  second  système,  que  nous 
distinguerons  par  la  lettre  (.1),  et  qui  sont  imaginaires  conju- 
guées des  premières.  Examinons  maintenant  les  propriétés  des 
points  associés. 

Le  rapport  ^rpT^ôTy  ^^^  distances  d'un  point  M  aux  quatre 

points  P,Q,P',Q',  étant  égal  à  Tunité  dans  le  plan,  sera 
constant  à  la  surface  de  la  sphère,  et  Ton  aura 

MP.MQ       ,  MP'.  MQ' 


(65) 


pQî  p'Q' 


Donc  il  y  a  sur  la  sphère  un  rapport  constant  entre  le  produit  des 
distances  d'un  point  quelconque  M  à  deux  points  fixes,  ¥ ,  Q ,  et  le 
produit  des  distances  du  même  point  aux  deux  points  associés 
P'.Q'. 

On  peut  transformer  de  même  les  relations  relatives  aux 
angles,  et  nous  signalerons  d'abord  celle-ci.  Si  l'on  joint  le 
point  M  soit  aux  deux  points  P  ,  Q  ,  soit  aux  deux  points 
P',  Q',  les  deux  couples  de  grands  cercles  ainsi  obtenus  auront 
mêmes  bissectrices.  On  pourra  substituer,  sans  que  la  propriété 
cesse  d'exister,  aux  grands  cercles  des  petits  cercles  assujettis 
à  couper  à  angle  droit  un  cercle  fixe  quelconque  de  la  sphère. 

Nous  avons  vu  que,  dans  le  plan,  on  a 

Sur  la  sphère  les  droites  MP,MQ,  ...  se  transforment  en 
petits  cercles  passant  par  le  pôle.  Si  nous  appelons  ce  pôle 
M',  la  relation  précédente,  transformée  sans  aucune  difficulté 
par  la  méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques,  nous  conduit 
au  résultat  suivant  : 

Soient  deux  petits  cercles  de  la  spiière  pa^.-ant,  l'un  par 
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M  ,  M',  P',  l'autre  par  M  ,  M',  Q',  et  désignons  leur  angle  par 

/\ 
P'MQ';  on  aura 

/\       MP    M'P 
^^  MQ    M'Q 

M  ,  M'  étant  d'ailleurs  des  points  quelconques  de  la  sphère,  et 
P  ,  Q  les  points  associés  à  P',  Q'.  Cette  relation  est  fondamen- 
tale, et  nous  allons  en  déduire  plusieurs  conséquences. 

i°  Les  points  M  ,  M'  étant  quelconques,  on  peut  faire  sur 
leur  position  différentes  hypothèses  particulières,  et  supposer, 
par  exemple,  qu'ils  soient  diamétralement  opposés  sur  la 
sphère.  Alors  les  cercles  considérés  plus  haut  sont  les  grands 
cercles  passant  par  M  et  les  points  flxes  P',  Q'.  D'ailleurs,  les 
distances  M'P  ,  M'Q  deviennent  égales  aux  distances  UP^  ,MQl 
du  point  M  aux  points  P, ,  Q,  ,  diamétralement  opposés  à  P  et 
à  Q  ,  et  la  formule  (66)  devient 

arc  M  P 

.67)  ,.A_MP.MP.._  2IZ 

^^^^  '  -MQ-MQ,  ~^^'^arcRl_P; 

i 

Ainsi  fangle  des  deux  arcs  de  grand  cercle,  menés  du  point  M 
aux  extrémités  du  segment  P'Q',  s'exprime  en  fonction  des 
distances  de  ce  point  M  aux  deux  points  fixes  P  ,  Q  associés 
à  P',  0'>  et  aux  deux  points  P,  ,  Q,  diamétralement  opposés  à 
P  et  à  Q .  Cette  formule  est  analogue  à  Téquation  (40)  relative 
au  plan;  elle  ne  constitue  pas  cependant,  comme  nous  allons 
le  voir,  la  véritable  généralisation  de  cette  formule. 

2<*  Supposons  que  dans  la  formule  (66)  le  point  M',  qui  est 
quelconque,  ait  été  placé  sur  l'arc  de  grand  cercle  P'Q';  alors 
on  aura 

M'P==M'Q, 

puisque  les  points  P  et  Q  sont  placés  symétriquement  par 
rapport  à  l'arc  P'Q',  et  la  formule  (66)  deviendra 

MP  /\ 

MO" 
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Gela  posé,  je  dis  que  l'angle  P'.MQ'  ou  TM'1\  des  deux  petits 


cercles  s'exprime  en  fonction  des  angles  du  triangle  sphérique 
MP'Q'  par  la  formule 

(68)  2P\MQ'  =  M  — P'-Q'+TT. 

En  effet,  menons  les  arcs  tangents  en  M  ,M',P'.  D'après  les 
propriétés  du  cercle,  les  angles  suivants  seront  égaux, 

TP'M=:ÏMP',      T'P'M' =:T'M'P'  ,      TMM'^T'M'M, 

et  par  conséquent  on  aura 

2TMM'  =.  P'IVIM'  +  P'M'M  -\-  tt— MP'M' . 

En  appliquant  la  même  relation  au  second  petit  cercle,  on 
aura 

2  T,  M  M  ■  =  0'  M  M'  +  Q'  iP  M  4-  r  —  M  Q'  >P  . 

En  retranchant  de  cette  équation  la  précédente,  on  trouve 

2  T,  M  T  =  Q'M  P'  -  M  QM'  -h  M  P'M'  , 

équation   équivalente  à  la  formule  (68),  qu'il   s'agissait  de 
démontrer. 
Ainsi  l'angle  des  deux  petits  cercles  s'exprijue  par  la  formule 

M  —  P—O'     +   TT 
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M  ,  P',  Q'  étant  les  angles  du  triangle  sphériquR  MP'Q'. 

L'expression  précédente  est  susceptible  d'une  interprétotion 
géométrique  simple.  A  cet  effet,  considérons,  en  même  temps 
que    P',  Q',    les    points    diamétralenicnt    opposés    P\,0'f 

L'expression  précédente  pH  égale  à  ^  ,  S  étant  l'aire  du  triangle 

sphén'que  MP'iO'i  ■>  ^t  l'on  a 

M  P         i- 

Ainsi,  le  rapport  des  distcmces  d'un  point  quelconq  te  M  de  la 

.s 

sphère  à  deux  points  V  ,Q  de  cette  surface  est  éyal  à  e  *.  S  dési" 
gnant  Vaire  du  triangle  sphérique  formé  par  le  point  M  et  les 
points  P\  ,  Q'i ,  diamétralement  opposes  aux  points  P',  Q',  (usociés 
à?  et  à  Q  . 

Nous  ne  devons  pas  dissimuler  que  la  formule  et  la  démon- 
stration précédentes  présentent  quelques  difllcuUé.^  quant  aux 
signes.  Ces  difficultés,  sur  lesquelles  nous  reviendrons  dans 
une  autre  occasion,  et  qu'on  lèvera  dans  ciiaque  cas  particulier, 
tiennent  à  la  convention  faite  par  les  auteurs  de  TrigCi'.ométpie 
de  détruire  la  continuité,  et  de  ne  considérer  que  les  triangles 
dont  les  côtés  sont  inférieurs  à  ~ .  La  règle  à  suivre  est  ia 
suivante.  On  prendra  le  même  signe  pour  toutes  les  aires  coiv 
respondantes  à  un  sens  de  rotation  déterminé  autour  des  côtés 
du  triangle,  et  des  signes  opposés  quand  les  sens  de  rotation 
seront  différents. 

La  formule  (69)  peut  àim  employée  sur  la  sphère  de  la 
m^me  manière  que  l'équation  l^O;  relative  au  plan.  EU©  donne, 

M  P 

comme  cette  dernière,  \xm  transformation  du  rapport  ^^  de 

deux  distances  seulement,  tandis  que  la  formule  (67),  qu'on 
pourrait  d'ailleurs  déduire  de  la  précédente,  coixtient  quatre 
distances  M  P,  M  Q,M'P,M'0. 

Ainsi,  quand  les  deux  points  P  .  Q  deviennent  imaginaiies 
conjugués,  le   rapport  des  distances  du  poiiit   M  à  cer>  deux 


88  SUR    UNE   CLASSE   BEMARQl'ABLE 

points  s'exprimera  en  fonction  de  l'aire  d'un  tx'^iangle  sphérique 
réel. 

Sous  ce  point  de  vue,  c'est  le  théorème  de  Lexell,  relatif 
aux.  triangles  sphériques  d'aire  constante,  qui  constitue,  sur  la 
sphère,  la  propriété  analogue  à  celle  des  angles  inscrits  dans 
les  cercles  du  plan.  Car  on  sait,  d'après  ce  théorème,  qu'étant 
donnés  deux  points  quelconques  P  ,  Q  d'un  petit  cercle,  le 
triangle  sphérique  formé  par  les  points  diamétralejiient  oppo- 
sés Pj ,  Q, ,  et  par  un  point  M  du  cercle,  conservera  une  aire 
constante,  quand  le  point  M  décrira  le  petit  cercle. 

On  retrouverait  exactement,  comme  à  l'article  2G,  les  pro- 
priétés focales  des  coniques  sphériques. 


34. 

Des  courbes  sphériques  analognes  aux  courbes  planes  déjà  considérées. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'étendre  à  la  sphère 
les  propriétés  signalées  à  l'article  7,  et  qui  conviennent  à  une 
classe  étendue  de  courbes  planes. 

Prenons  sur  la  sphère  deux  séries  de  p^ilcs  fixes, 

B,  ,  B,  ,  ...  ,  B„, 

et  appelons  R^ ,  r,  les  distances  d'un  point  M  aux  pôles  A,- ,  B,-  des 
deux  séries.  Les  courbes  sphériques  que  nous  allons  considérer 
sont  définies  par  l'équation 

(70)  R^R,  ...  R„=:  A:,  r.r,  ...  r„. 

Ces  courbes  donnent  lieii  à  des  propositions  plus  nombreuses 
que  les  courbes  planes  correspondantes. 

D'abord,  si  Ton  effectue  leur  projection  stéréographique  sur 
un  plan,  la  forme  de  l'équation  précédente  (70)  ne  change  pas. 
On  voit  donc  que  ces  courbes  sphériques  sont  les  transformées 
par  rayons  vecteurs  réciproques  des  courbes  planes  déjà  étu- 
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dic'es,  et,  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  !a  propriété 
énoncée  (art.  27),  nous  obti<^ndrons  le  théorème  suivant  : 

Quand  une  courbe  sphérique  e.'st  telle  qu'il  y  ait  un  rapport 
constant  entre  les  produits  de  ses  distances  à  deux  séries  de  pâles 
fixes  pris  sur  la  sphère,  elle  jouit  des  mêmes  propriétés  arec  une 
infinité  d'autres  séries  de  pôles  fixes,  situés  aussi  sur  la  sphère,  et 
l'un  des  nouveaux  pôles  peut  même  être  choisi  arbitrairement. 

Supposons  que  l'on  se  donne  lui  des  pôles  A, ,  et  que  Ton 
demande  de  trouver  les  pôles  qui  lui  sont  associés.  On  mènera 
le  plan  tangent  en  A, ,  contenant  deux  génératrices  de  la 
sphère  qui  couperont  la  courbe  en  deux  groupes  de  n  points 
imaginaires, 


On  joindra  les  points  du  premier  groupe  à  ceux  du  second, 
et  Ton  aura  ainsi  n  arcs  de  grand  cercle.  Les  pôles  B,  de  Tune 
des  séries  seront  les  symétriques  de  Ai  par  rapport  à  ces  n  arcs 
de  grand  cercle.  En  opérant  la  construction  précédente  sur  un 
de  ces  pôles  B, ,  on  retrouvera  A,  et  les  {n  —  1)  pôles  A.,  qui 
doivent  lui  être  adjoints  dans  la  première  série. 

Les  arcs  de  grand  cercle  joignant  les  points  du  premier 
groupe  «',•  peuvent  d'ailleurs  être  pris  d'une  manière  quelcon- 
que; mais  il  est  clair  qu'ils  ne  seront  réels  que  si  l'on  joint 
chaque  point  imaginaire  a,  à  son  conjugué  a', .  La  construction 
que  nous  donnons  ici  est  d'ailleurs  une  conséquence  immédiate 
de  ce  fait  évident  que  deux  pôles  appartenant  à  deux  séries 
différentes,  considérés  comme  des  cercles  de  rayon  nul,  se 
coupent  en  deux  points  de  la  courbe. 

Revenons  au  cas  général,  et  considérons,  en  même  temps 
que  la  courbe  sphérique,  la  courbe  plane  qui  en  est  la  projec- 
tion stéréographique.  Nous  avons  vu,  formule  (45),  qu'on 
pouvait  choisir  pour  la  courbe  plane  une  infinité  de  pôles, 
tels  que  les  pôles  de  la  2^  série  soient  imagmaires  conjugués 
de  ceux  de  la  première.  La  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques  conserve  cette  relation.  On  pourra  donc  trouver 
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sur  la  sphère  deux  séries  de  pôles  imaginaires  de  la  courbe, 
tels  que  les  pôles  de  l'une  des  séries  soient  conjugués  de  ceux 
de  l'autre.  Appelons  R,- ,  r,  les  distances  d'un  point  M  de  la 
courbe  à  deux  pôles  imaginaires  conjugués  A,  .  B, ,  et  S.  Taire 
du  triangle  sphérique  formé  par  le  point  M  et  les  deux  points 
fixes  réels  A',- ,  B',- ,  diamétralement  opposés  aux  points  associés 
a  A,  ,  B, .  On  aura 


ft 

comme  1' 

équation  de  la  courbe  peut 

s"  écrire 

R,    R, 

...•^».=  * 

/',. 

' 

on 

voit  que 

l'on 

aura 

S,  -+-  S.  -f-  . 

..  +  S.= 

const. 

Ainsi,  quand  une  courbe  sphérique  est  telle  qu'il  y  ait  un  rapport 
constant  entre  les  produits  des  distances  d'un  de  ses  points  à  une 
première  série  de  n  pâles  et  le  produit  des  distances  du  même  point 
à  une  deuxième  série  de  n  pôles,  situés  comme  les  premiers  sur  la 
sphère,  elle  possède,  et  d'une  infinité  de  manières,  la  propriété  que  la 
somme  des  aires  des  n  triangles  sphériques,  formés  avec  un  de  ses 
points  comme  sommet  et  n  segments  fixes  comme  bases,  soit  constante^ 

Les  extrémités  de  ces  n  segments  décrivent  d'ailleurs  la 
courbe  sphérique  diamétralement  opposée  à  la  proposée. 

L'énoncé  précédent  peut  même  être  complété,  et  l'on  peut 
dire  que  toute  courbe  qui  jouit  de  Tune  ou  de  l'autre  des 
propriétés  indiquées  dans  le  théorème  fait  partie  de  la  classe 
de  courbes  que  nous  étudions,  et  conserve  par  conséquent  ces 
mêmes  propriétés  avec  une  infinité  d'autres  systèmes  soit  de 
pôles,  soit  de   segments  fixes. 

Quelques  cas  particuliers  dans  lesquels  les  deux  séries  de 
pôles  ont  une  disposition  particulière  méritent  d'être  signalés. 
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35. 


Des  courbes  splicriques  pour  les'iuelles  les  pôles  de  chaque'  série  sont  deux 
à  deux  diamétralement  opposes.  Propriétés  correspondantes  des  cônes 
algébriques,  ayant  ces  courbes  pour  base. 

Si  les  pôles  de  chacune  des  deux  séries  qui  servent  à  définir 
la  courbe  sonl  deux  à  deux  diamétralement  opposés,  la  courbe 
définie  par  ces  deux  séries  de  n  pôles  sera  évidemment  symé- 
trique par  rapport  au  centre  de  la  sphère.  Nous  allons  voir 
que,  parmi  les  nouveaux  systèmes  de  pôles  qu'on  peut  substi- 
tuer aux  premiers,  il  y  en  a  une  infinité  qui  sont,  comme  les 
premiers,  deux  à  deux  diamétralement  opposés  dans  chaque 
série. 

En  effet,  quand  on  fait  la  projection  stéréographique  de  la 
sphère,  deux  points  diamétralement  opposés  se  projettent  sui- 
vant deux  points  divisant  harmoniquement  les  diamètres  d'un 
cercle  fixe  du  plan.  Le  carré  k  du  rayon  de  ce  cercle  est 
négatif,  le  cercle  n'a  de  réel  que  son  centre.  Prenons  ce  centre 
pour  origine  des  coordonnées;  l'équation  de  la  courbe  plane, 
projection  de  la  courbe  sphérique,  sera 

?(«)?>(î^)  =  v(«)y.(«')  • 
Les  pôles  de  la  première  série  seront  définis  par  les  équations 

^  y  (m)  =  A«"' +  •••  4- A„  —0. 
}  f^(v)  =  A î;*"  +  •  ••  4-  A'„  =  0  , 

où  A  désigne  une  quantité  réelle,  A„,  A'„  des  quantités  ima- 
ginaires conjuguées.  De  même,  les  pôles  de  la  2^  série  seront 
donnés  par  le  système  semblable 

(72)  ■    ^ 

{^.(v)  =  Bv'"  -h    •••    -1-  B'„=:0  . 

Cela  posé,  d'après  les  hypothèses  faites,  les  pôles  de  chaque 
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série  peuvent  être  groupés  deux  à  deux,  de  telle  manière  que 
les  points  de  chaque  couple  {u  ,  v)  ,  (u,  ,  r,)  divisent  harmoni- 
quement  un  diamètre  du  cercle  ayant  son  centre  à  Torigine, 
et  pour  rayon  Kl.  On  passera  donc  d'un  de  ces  points  à 
l'autre  par  les  formules 

k  k 

V  u 

et  par  suite  les  polynômes  f  ,  'f ,  ,  ,!,  ,  J^^  devront  satisfaire  aux 
équations 

''M7J  =  ¥'-'*'''     "■'•(„)  =  ¥'('"■ 

Si,  dans  la  deuxième  de  ces  équations,  on  change  m  en  -,  et 
et  quon  la  multiplie  avec  la  première,  elle  donne 


(73) 


A« 

On  aurait  de  même 

^    -     B' 

d'où  résulte 

A„A„.       B„B', 

A«     ~     B= 

Cela  posé,  formons  les  nouveaux  pôles.  L'équation  de  la 
courbe  [voir  art.  27,  équation  (43)]  prend  la  forme 

(74)  *  {u)  4»,  iv)  =  Y  {u)  M-\  (r)  . 

où  les  polynômes  $  ,  ^1^, ,  ...  sont  définis  par  les  formules 

,.„.       \  *  («)  =  ? («)  +  ''■  y  («) .     *i  (i')  =  fi  0)  +  ^'^1  (■'-') . 
(  vK(«)  =  ^{n)~i  l'f{u)  ,      rjv)  =  ■LJv)  -+- 1  f,  (v)  , 

y  et  /'  étant  deux  facteurs  imaginaires  conjugués.  En  égalant 
ces  polynômes  à  zéro,  on  aura  les  nouveaux  pôles  de  la  courbe. 
Pour  que  ces  points  aient  les  mêmes  dispositions  que  les  pre- 
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miors,  il  suffira  que  les  nouveaux  polynômes  (^  ,  4;'  satisfcii-sent 
à  des  équations  de  la  niéino  forme  que  les  formules  (7o).  Oc 
ou  a 


fk\       A„r     ,  ,      >AB„  ,    .  , 


A„B 

On  aura  donc 


0=^- 


et  les  équations  semblables,  en  prenant 

Ces  deux  équations  se  réduisent  évidemment  à  une  seule,  la 
première.  II  suffira  donc  que  les  indéterminées  À  ,  1'  satisfas- 
sent à  cette  équation,  pour  que  les  nouveaux  pôles  aient  la 
même  disposition  que  les  anciens. 

Si  l'on  pose 

m  m 

B^z^rBA-^^'^      B'„=:=BA:'^e-S 

on  aura,  en  vertu  de  Téquation  (76) , 
b  —  a 

p-  demeurera  quelconque.  Ainsi,  on  trouve  un  nombre  infini 
de  systèmes  de  pôles,  satisfaisant  aux  conditions  posées.  Ces 
pôles,  satisfaisant  aux  équations 

*(w):r=y(M)  +  >^(M)=rO, 

sont,  en  vertu  de  Téquation  (76),  sur  la  courbe 

(77)  y.(t;)^AB^-^.(tO^ 

fin)       BA„  'K'O 

courbe  qui  jfest  pas   indécomposable,  et  qui   comprend   le 
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ccicîo  ni-:~-k.  La  coiii-hc  prùcédeiile  l'ait  paiiie  de  celles  qui 
coupent  la  première  à  ajigie  droit.  Mais  nous  nour^  contentons 
d'iiidiquer  ces  résultats. 

il  est  donc  démontré  que,  si  une  courbe  sphériqiie  est 
définie  par  deux  séries  de  pôles,  telles  que  les  pôles  de  c})aque 
série  soient  deux  à  deux  diamétralemeut  opposés,  la  même 
propriété  subsiste  avec  une  infinité  d'autres  pôles,  assujettis  à 
décrire  Uîie  courbe,  d'un  ordre  inférieur  do  ù<'Xi\  unités,  et 
orthogonaie  à  U  proposé-e.  Cette  disposition  particulière  donne 
lieu  à  un  tliéorènie  nouveau. 

En  effet.  !o  produit  des  distances  d'un  point  M  de  la  sphère 
à  deux  poiiits  diamétralement  opposés  a  ,  a'  est  évidentment 
propottionnel  au  carré  de  la  distance  du  point  M  à  ia  droite 
a  a'.  La  courbe  spliérique  est  donc  telle  qu'il  y  a  un  rapport 
constant  entre  les  produits  des  distances  de  l'un  de  ses  points 
à  deux  séries  de  diamètres  de  la  sphère;  et  comme  cette  défi- 
nition convient  aussi  au  cône  ayant  le  centre  de  la  sphère  pour 
sommet  et  ia  courbe  pour  base,  nous  avons,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  d'insister  davantage,  le  théorème  suivant  : 

Quand  vu  cône  est  tel  qiCii  ij  ait  un  rapport  constant  entre  les 
produits  des  distances  de  l'un  de  ses  points  à  deux  séricK  distinctes 
de  droites  pnRsant  à  son  sommet,  il  conserve  la  même  définition  avec 
une  infinité  d'autres  séries  de  droites  paissant  également  par  son 
sommet,  décrivant  un  cône  algébrique  orthogonal  au  premier  et  d'un 
degré  inférieur  d'une  unité. 

Le  cas  le  plus  simple  de  cette  proposition  a  été  étudié  par 
M.  Chastes. "Le  cône  du  second  ûti^n'-,  tel  qu'il  y  ait  un  rapport 
constant  entre  les  distances  tl'nn  de  ses  points  à  deux  droites 
fixes,  conserve  la  même  définition  avec  une  infinité  d'autres 
systèmes  des  deux  droites,  situées  dans  le  plan  des  premières. 

la  propriété  relative  à  la  somme  des  aires  des  triangles 
sphériques  prend  ici  une  forme  particulière.  En  effet,  quand 
les  pôles  de  cliaque  série  deviennent  imaginaires,  les  points 
associés  sont  diamétralement  opposés.  En  associant  les  trian- 
gles sphérifjues  dont  les  sommets  sont  diamétralement  opposés, 
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on  voit  que,  dans  oe  cas,  la  somme  algébrique  de  leurs  aires 
est  égale  à  la  somme  des  angles  à  la  base,  et  Ton  peut  énoncer 
cette  proposition  : 

Quand  une  courbe  sphérique  est  telle  qu'il  y  ait  un  rafport 
constant  entre  les  produits  des  distances  de  ses  points  à  deux  séries 
de  n  diamètres,  on  peut  former  d'une  infinité  de  manières  n  seg- 
ments ayant  leurs  extrémités  sur  la  courbe,  et  tels  que  la  somme  des 
angles  à  la  base  des  triangles  sphériqnes  formés  avec  ces  segments 
comme  hases,  et  ayant  tous  pour  sommet  un  même  point  variable  de 
la  courbe j  soit  constante. 

On  pourrait  évidemment  ajouter  un  grand  nombre  de  pro- 
positions aux  précédentes.  Mais  peut-être  le  lecteur  trouvera-t-il 
que  nous  avons  déjà  été  trop  long. 


3e. 

Des  courbes  lieux  des  points  desquels  on  voit  plusieurs  segments  de  çTand 
cercle  sous  des  angles  dont  la  somme  est  nulle. 

Ces  courbes  forment  une  nouvelle  classe  particulière  des 
courbes  sphériques  que  nous  étudions.  En  effet,  Fangle  de 
deux  arcs  de  grand  cercle  MA  ,  MB ,  joignant  le  point  M  aux 
deux  points  A  et  B  ,  est  évidemment  égal  à  la  somme  des  aires 
des  triangles  sphériques  MAB  ,  M  A'B';  A',  B'  étant  les  points 
diamétralement  opposés  à  A  ,  B  .  Les  courbes  que  nous  allons 
étudier  sont,  par  conséquent,  telles  que  la  somme  des  aires 
des  triangles  sphériques  formés  avec  un  point  de  la  courbe 
et  2n  segments  fixes,  deux  à  deux  diaméti'alement  opposés, 
soit  constante.  Elles  sont  donc  comprises  dans  la  définition 
générale  donnée  au  n"  33,  et  elles  correspondent  à  une  dis- 
position particulière  des  pôles,  qu'on  peut  caractériïscr  en 
disant  que  ceux-ci  sont  en  nombre  pair  dans  chaque  série,  et 
que  les  pôles  de  Tune  des  séries  sont  diamétralement  opposés 
à  ceux  de  l'autre. 

Ces  cour];es  nouvelles  ont  donc  toutes  les  propriétés  appar- 


9()  SLR    UNE   CLASSE    I^KM  ARQC  XULK 

tenant  aux  courbes  généialt-s,  et  signalées  au  n"  33;  on  peut 
ies  engendrer  au  moyen  de  deux  séries  dr  'in  pok-s,  un  des 
pôles  étant  placé  en  un  point  quelcon(]ae  de  la  >phcre,  etc. 
Mais  la  question  qu'il  importe  d'examiner  est  la  suivante  : 
Peui-on  conserver  leur  définition  particulière  et  trouver,  de 
plus  d'une  manière,  n  segments  tels  que  la  somme  des  angles 
sous  lesquels  on  voit  ces  n  segme.its  conserve  une  valeur 
constante  pour  chaque  point  de  la  courbe? 

Il  est  clair  que  cette  question  revient  à  la  suivante  :  Peut-on 
trouver  de  nouveaux  systèmes  de  pôles  tels  que  les  pôles  de 
chaque  série  soient  diamétralement  opposés  à  ceux  de  l'autre? 

A  cet  effet,  reprenons  les  équations  du  numéro  précédent, 
qui  s'appliquent  à  la  courbe  plane,  projection  stéréogra- 
phique, 

et  la  nouvelle  équation 

En  raisonnant  comme  à  l'article  précédent,  on  verra  que  les 
fonctions  ç  ,  -P  satisfont  ici  aux  équations  identiques 


(v8) 


{k\       A.  ,    ,  (k\       A'„  ,  ,    ^ 


On  déduit  de  là,  en  s'appuyant  sur  les  équations  déjà  données 
pour  <î)  ,  H' , 

Pour  que  le  second  membre  se  réduise  à  W,  (v)  à  un  facteur 
constant  près,  il  faut  et  il  suffit  que  Ion  ait 

AA,n 

BB„ 


(79)  ^^'  --  1 


Cette  relation  n'est  pas  satisfaite  en  général.  Par  suite,  dans 
kl  définition  posée  au  commencement  de  cet  article,  on  ne 
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pourra  pas,  en  général,  substituer  aux  segments  fixes  Ji3S 
segments  donnant  lieu  aux  mêmes  propriétés.  Mais  il  n'en  sera 

AAm 

plus  ainsi  si  — -P=i  1. 

Interprétons  d'abord  cette  condition.  Elle  signifie,  en  tenant 
compte  des  identités  (79),  que  l'équation  de  la  courbe  est 
vérifiée  par  la  valeur 

k 

V 

c'est-à-dire  que  la  courbe  contient  le  cercle 

uv  =i  k  . 

Ce  cercle  étant  la  projection  stéréograpbique  du  cercle  de 
l'infini  sur  la  sphère,  il  résulte  de  là  que,  lorsque  la  condi- 
tion (79)  sora  satisfaite,  la  courbe  sphérique  se  décomposera 
et  contiendra  le  cercle  de  l'infini;  par  suite,  la  somme  des 
angles  des  triangles  sphériques  sera  nulle.  Donc, 

Si  l'on  considère  sur  la  sphère  la  coiirbe  telle  que  la  somme  des 
angles,  formés  autour  d'un  quelconque  de  ses  points  M  ,  des  trian- 
gles sphériques  ayant  fous  ce  point  pour  sommet,  et  pour  bases 
respectivement  n  segmmts  fixes,  soit  constante,  on  ne  pourra 
substituer  à  ces  segments  fixes  d'autres  segments  donnant  lieu  aux 
mêmes  propriétés  que  dans  le  cas  où  la  somme  constante  des  angles 
sera  nulle  ou  égale  à  un  multiple  de  r.. 

Par  exemple,  le  lieu  des  foyers  des  coniques  sphériques 
inscrites  dans  un  quadrilatère  formé  de  quatre  grands  cercles 
est  tel  que  la  diff'érence  des  angles  sous  lesquels  on  voit  deux 
côtés  opposés  du  quadrilatère  sphérique  est  nulle.  Cette  courbe 
conservera  les  mêmes  propriétés  avec  d'autres  quadrilatères, 
c'est-à-dire  sera  le  lieu  des  foyers  des  coniques  sphériques 
inscrites  dans  toute  une  série  de  quadrilatères. 
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37. 


Dos  systèmes  orthogonaux  formés  à  ia  surface  de  la  sphère  avec  les 
courbes  précédentes. 

Il  est  clair  que  les  propriétés  démontrées  au  n"  55  pour  les 
s^tèmes  orthogonaux  de  courbes  pianos  s'étendent  aux  courbes 
sphériques,  et  nous  pouvons  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Quand  des  couibes  sphériques  sont  telles  que  les  produits 
de  leurs  distances  à  deux  séries  de  pôles  lixes 

A.  ,  .\,  ,  . . .  ,  A,  , 
b,  ,  B,  ,  ...  ,  B. 

cons'ervent  un  rapport  constant  pour  chaque  courbe,  elles  sont 
coupées  à  angle  droit  par  les  courbes  lieux  des  points  M ,  puur 
lesquels  les  triangles  sphériques  MÂ'.-B',  ont  des  aires  dont  la 
somme  demeure  constante  pour  chaque  courbe,  les  points 
k'f ,  B',-  étant  diamétralement  opposés  aux  points  A,  ,  B, . 

Quand  des  courbes  sphériques  sont  telles  que  les  produits 
de  leurs  distances  à  deux  séries  de  diamètres  fixes 

A,  ,  A,  ,  ...  ,  A„, 
E,  ,  E, ,  . . .  ,  E„ 

consen'ent  un  rapport  constant  pour  chaque  courbe,  elles 
sont  coupées  à  angle  droit  par  les  courbes  sphériques  lieux 
des  points  M  pour  lesquels  les  angles  formés  par  les  arcs  de 
grand  cercle  MA.,  ME,  conservent  une  somme  qui  demeure 
constante  pour  chaque  courbe. 

Enfin  on  peut  citer  le  théorème  suivant,  énoncé  par  M.  Mi- 
chael  Roberts  (i)  ; 


(')  Journal  de  Liouvillf,  t.  X,  l^e  série,  p.  25 1 .  «  Note  sur  doux  systèmes  i,'é- 
néraux  de  tmjoctoiret»  orll)Ogoi\ales.  »  Le  système  considéré  par  M.  Jloberts 
revient  éviilcmmenL  à  celui  que  nous  ilounoiis  Jans  le  texto. 
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Quand  des  courbes  sphériqiies  sont  telles  qu'il  y  ait  un 
rapport  constant  pour  chacune  d'elles  entre  le  produit  des 
distances  d'un  de  leurs  points  à  n  pôles  A,  ,  A^ ,  ... ,  A„  et  le 
produit  des  distances  aux  n  pôles  diamétralement  opposés 
A', ,  A'j , ...  ,  A„ ,  elles  sont  coupées  à  angle  droit  par  les  courbes 
telles  que  la  somme  des  angles  MA^A.  ,  MA5A3  ,  ...  soit  cons- 
tante. 

On  peut  signaler,  par  exemple,  le  cas  particulier  suivant  du 
2^  système  général  : 

Tous  les  cônes  tels  qu'il  y  ait  un  rapport  constant  entre 
les  distances  de  leurs  points  à  deux  diamètres  fixes  A  ,  E 
coupent  la  sphère  suivant  une  suite  de  coniques  sphériques 
circonscrites  à  un  quadrilatère  rectiligne  imaginaire  de  la 
sphère.  Ces  coniques  sont  coupées  à  angle  droit  par  les  courbes 
lieux  des  points  M ,  pour  lesquels  les  grands  cercles  M  /S.  Pt 
M  E  font  un  angle  constant. 

La  courbe  que  nous  rencontrons  ici,  et  qui  est  le  lieu  des 
sommets  des  angles  constants  dont  les  côtés  passent  par  deux 
points  lixes  de  la  sphère,  appartient,  comme  on  voit,  à  la 
classe  des  cycliques.  C'est  une  courbe  du  ¥  ordre,  bicylindri- 
que ,  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une 
ellipse  de  Cassini. 


38. 


Démonstrations  nouvelles  des  théoràmes  de  Poncelet,  relatifs  aux  polygones 
inscrits  et  circonscrits  aux  conipes,  déduites  des  principes  précédents. 

Les  propositions  qui  précèdent  nous  conduisent  d'une  manière 
directe  à  une  démonstration  des  théorèmes  de  Poncelet,  qui 
paraît  se  distinguer  de  toutes  les  démonstrations  connues,  et 
que,  poui"  ce  motif,  nous  allons  développer  ici. 

Soient  un  cône  du  second  degré  (H),  et  un  angle  polyèdre  ins- 
crit de  même  sommet,  formé  d'une  suite  de  plans  P^,  P^ . ... ,  P„ . 
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On  reconnaît  sans  difficulté  que  tous  les  points  du  cône  sa- 
tisferont à  une  équation  de  la  forme 

m  fH-|'  +  -..  +  i"=o. 

H  suffit  de  remarquer  que  cette  équation  est  connue  pour 
Tangle  trièdre,  qu'on  la  démontrera  pour  un  angle  tétraèdre 
en  le  décomposant  en  deux  trièdres,  en  écrivant  les  équations 
relatives  à  ces  deux  trièdres,  et  éliminant  par  addition  la  face 
commune,  etc. 

Cela  posé,  supposons  que  les  plans  P, ,  P, ,  ...  ,  P„,  qui  se 
coupent  au  sommet  A  du  cône  (H) ,  soient  tous  tangents  à  une 
sphère  (S)  ;  il  est  clair  que  l'angle  polyèdre  inscrit  dans  le 
cône  sera  en  même  temps  circonscrit  au  cône  (H,)  de  som- 
met A ,  circonscrit  lui-même  à  la  sphère  (S) .  Pour  établir  le 
théorème  de  Poncelet,  il  suffira  de  prouver  que,  s'il  existe  un 
tel  angle  polyèdre,  inscrit  à  (H),  circonscrit  à  (H,),  il  y  en  a 
une  infinité  d'autres  satisfaisant  aux  mêmes  conditions. 

A  cet  effet,  cherchons  l'équation  de  la  courbe  de  section  du 
cône  (H;  et  de  la  sphère  (S) .  D'après  les  pi-incipes  développés 
dans  la  Deuxième  Partie,  il  faudra  remplacer  dans  l'équa- 
tion (80)  les  quantités  P, ,  qui  représentent  les  distances  à  un 
plan  tangent,  par  R,%  Pi,  désignant  la  distance  d'un  point  de 
la  courbe  au  point  de  contact  du  plan  tangent  P..  L'équation 

conviendra  donc  à  tous  les  points  de  la  courbe;  elle  ne  sera 
pas  l'équation  de  la  courbe,  et,  de  même  que  l'équation  (80) 
représente,  en  même  temps  que  le  cône  (H),  un  cône  de  degré 
n  —  2,  l'équation  (81)  représentera,  en  même  temps  que 
l'intersection  de  la  sphère  et  de  (H),  une  courbe  de  degré 
2(n  —  2).  Quoi  qu'il  en  soit,  l'équation  (81)  convient  à  tous 
les  points  de  la  courbe,  et  les  pôles  A,  ,  A, , ... ,  A„  sont  tous 
sur  le  petit  cercle,  intersection  de  la  sphère  et  du  plan  polaire 
du  sommet  A  du  cône. 
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Réciproquement,  si  nous  pouvons  trouver  une  équation 
semblable  à  Téquation  (81),  les  nouveaux  pôles  étant  sur  le 
même  petit  cercle,  en  remplaçant  les  nouvelles  quantités  R,' 
par  P. ,  nous  aurons  une  équation  analogue  à  (80) ,  qui  devra 
représenter  un  cône  identique  au  premier,  puisqu'il  a  même 
sommet  et-  même  base  sphérique.  On  pourra  donc  trouver  une 
infinité  d'équations  de  la  forme  (80) ,  satisfaites  pour  tous  les 
points  du  cône  (H),  c'est-à-dire  une  infinité  d'angles  polyèdres 
inscrits  à  (H)  et  circonscrits  à  (H,).  Nous  sommes  donc  ramenés 
à  la  démonstration  de  la  proposition  suivante  : 

Quand  une  courbe  sphérique  est  définie  par  l'équation  (81), 
où  les  quantités  Rf  désignent  des  distances  rectilignes  à  des 
pôles  fixes  situés  sur  un  petit  cercle,  son  équation  conserve  la 
même  forme  avec  d'autres  systèmes  de  pôles  fixes  situés  sur 
le  même  petit  cercle. 

Comme  l'équation  (81)  ne  change  pas  de  forme  après  une 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  peut  faire 
la  projection  stéréographique,  en  prenant  le  point  de  vue  en 
un  point  quelconque  du  petit  cercle  qui  contient  les  pôles,  et 
nous  n'aurons  plus  qu'à  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  courbe  plane  est  définie  par  l'équation  (81),  où  les 
quantités  R,  désignent  des  distances  à  des  pôles  fixes  situés  en 
ligne  droite,  elle  conserve  la  même  définition  avec  une  infinité 
d'autres  systèmes  de  pôles  fixes  situés  sur  la  même  ligne 
droite  que  les  premiers. 

Or,  celte  dernière  proposition  peut  se  démontrer  comme  il 
suit  : 

Prenons  la  ligne  des  pôles  pour  axe  des  x;  on  aura 

R.«:=(U-«,)(i^-«.)  = 

où  a,  désigne  une  quantité  réelle,  abscisse  du  pôle  de  rangi, 
et,  par  suite,  l'équation  (81)  prendra  la  forme 


2d(u- 


i){V--i)        ^ 
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OU,  en  multipliant  pai'  u—c. 


(82) 


V 


Dans  cette  équation,  /'(a)  est  de  degré  inférieur  à  ^{tt),  et 
le  polynôme  9  (m)  a  ses  racines  réelles.  Mais  toutes  ces  pro- 
priétés pourront  être  consejvées,  si  Ton  écrit  cette  équation 
sous  la  forme 

^  r  (tt)  -»-  X  fin)  —  ^{v)^-i  f{v) 

En  décomposant  les  deux  membres  en  fractions  simples,  on 
reviendra  à  une  équation  de  même  forme  que  Téquation  (81), 
mais  avec  de  no  uieauv  pâles  ;  c.  q.  f.  d. 

11  ne  sera  pas  inutile  de  développer  une  autre  démonstration 
des  théorèmes  de  Poncelet,  bien  que  cette  démonstration  ne 
s'applique  qu'aux  polygones  de  degré  pair,  parce  qu'elle  nojus 
mettra  sur  la  voie  de  propositions  un  peu  plus  générales  que 
les  théorèmes  connus. 

Si  un  angle  polyèdre  d'un  nombre  pair  de  faces  est  inscrit 
dans  un  cône  (H)  et  circonscrit  au  cône  (H,),  tous  les  points 
du  cône  (H)  satisferont  à  une  équation  de  la  forme 

P,P.  •••  P.=  0>Q.  ...  Qn.. 

où  les  plans  P,  ,  Q.  sont  tangents  à  la  sphère,  et  par  suite  la 

cyclique,  section  de  la  sphère  par  le  cône  (H,),  satisfera  à 

réquation 

(84)  R,R,  ...  Rn  —  K.  r,r,  . . .  r„  . 

D'une  manière  plus  précise,  cette  équation  représentera  à  la 
fois  la  cyclique  située  sur  (H,)  et  une  courbe  d'ordre  2w  —  A, 
On  a  vu  (railleurs  que,  lorsqu'une  courbe  satisfait  à  une 
telle  équation,  elle  conserve  la  même  définition  avec  une 
infinité  d'auh'et>  systèiues  do  pôles.   Prenons  un  autre  de  tes 
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systèmes,  formé  de  pôles  réels.  La  nouvelle  équation  de  iiotie 
courbe  composée  sera 

et,  si  l'on  remplace  les  quantités  R'.- ,  r',-  par  P',- ,  Q'.. ,  qui 
désignent  les  distances  d'un  point  quelconque  aux  plans  tan- 
gents de  la  sphère  en  R',- ,  r\  ,  F  équation 

(80)  P,  P',  ...  Pn^ft.Q'.Q',  ...  Q'. 

représentera  une  surface  d'ordre  w ,  qui  coupera  la  sphère 
suivant  la  courbe  complète  représentée  par  les  équations  (84) 
ou  (85).  Je  dis  que  cette  surface  d'ordre  n  se  décompose  dans 
tous  les  cas  en  une  surface  du  second  ordre  contenant  la 
cyclique  située  sur  (H.;  et  en  une  autre  surface  d'ordre 
.n-2(^;. 

En  effet,  le  plan  P',  coupe  la  surface  suivant  n  droites, 
situées  dans  les  plans  Q'. ,  et  qui  contiennent  chacune  deux 
points  de  la  courbe  sphérique;  comme  d'ailleurs  ce  plan  P'^est 
tangent  à  la  sphère,  il  coupe  la  courbe  complète  (84)  en  ilu 
points  imaginaires,  dont  quatre  appartiennent  à  la  cyclique. 
Appelons  ces  points 

«■     .  «.     ,  P,     ,?,     r   .  •  ■    ,.  Pn-î     , 

les  points  a,  ,a,  ,a\  ,  a',  appartenant  ii  la  cyclique,  tes  "2(w  — 2) 
autres  au  reste  de  la  courbe.  Les  droites  réelles  joignant  les 
points  du  premier  groupe  à  ceux  du  second  sont  évidenmient 
a,  a',,  a,a', ,  etc.,  car  les  quatre  points  de  la  cyclique  sont 
imaginaires  conjugués  deux  à  deux.  D'ailleurs  ces  n  droites 
réelles  sont  évidemment  les  «  droites  Je  ia  a-urîact  t,80),  situées 


(*)  Cette  surface  d'ordre  n  — '2  se  dôcouiposc  eii  n-iUle  en  surfaces  du 
second  degré,  si  n  est  pair;  en  surfaces  du  second  'kgré  et  en  lu  plan, 
si  n  est  inijiaii-.  Main  cette  proposition,  qui  est  une  cousequence  très  simple 
du  théorème  principal ,  ne  joue  aucun  rôle  dans  la  déuianstraliou  quo  nous 
donnons  ici. 
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dans  le  plan  P',-.  Nous  allons  déduire  de  cette  remarque  la  dé- 
monstration de  la  proposition  que  nous  avons  en  vue. 

Puisque  chacun  des  plans  P'. ,  Q',  contient  deux  droites 
s'appuyant  sur  la  cyclique,  toutes  ces  droites,  en  nombre  2n , 
appartiennent  évidemment  à  Tune  des  surfaces  du  second 
degré  contenant  la  cyclique.  Cette  surface  du  second  degré, 
coupant  la  surface  (86)  à  la  fois  suivant  2n  droites  et  suivant 
la  cyclique,  devra  faire  partie  tout  entière  de  celte  surface 
d'ordre  n.  La  proposition  est  donc  démontrée. 

D'ailleurs,  étant  donnée  une  quelconque  des  surfaces  du 
second  degré  passant  par  la  cyclique,  cette  surface  est  obtenue 
avec  une  infinité  de  systèmes  de  pôles;  car  il  suffit  de  mener 
par  une  des  génératrices  de  la  surface  deux  plans  tangents  à 
la  sphère.  Les  points  de  contact  de  ces  plans  tangents  sont 
deux  pôles  appartenant  à  un  même  système  et  à  deux  séries 
différentes.  On  pourra  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Étant  donné  un  cône,  si  on  peut  lui  inscrire  un  angle 
polyèdre  de  n  faces  circonscrit  à  la  sphère,  on  pourra  de  même 
mener  à  la  sphère  une  infinité  de  systèmes  de  n  plans  tan- 
gents, se  coupant,  dans  un  ordre  déterminé,  suivant  les 
génératrices  d'une  surface  du  second  degré  passant  par  Pin- 
tersection  de  la  sphère  et  du  cône.  La  surface  du  second  degré 
est  une  quelconque  de  celles  qui  contiennent  la  cyclique,  et 
pour  chacune  d'elles,  il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  n 
plans. 

Transformons  par  la  méthode  des  polaires  réciproques. 

Si  l'on  peut  circonscrire  à  une  conique  (C)  un  polygone  inscrit 
dans  une  quadrique  {k) ,  non  seulement  on  pourra  construire  une 
infinité  de  polygones  ayant  les  mêmes  propriétés,  mais  de  plus,  dans 
la  conrbe  d'intersection  de  la  surface  (A)  et  de  toute  autre  quadri- 
qno,  (A')  inscrite  dans  la  développable  IXcl ,  on  pourra  inscrire  un« 
infinité  de  polygones  formés  des  génératrices  rectilignes  de  (A) . 

Le  théorème  paraîtra  plus  simple,  si  nous  en  faisons  encore 
une  transformation  par  rhomos:raphie. 

Si  dans  une  ligne  de  courbure  d'nn  ellipsoïde  on  peut  inscrire 
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un  polygone  de  n  côtés,  formé  avec  les  génératrices  rectilignes  de 
rhyperboloïde  homo focal  contenant  cette  ligne  de  courbure^  on 
pourra  inscrire  une  infinité  de  polygones  semblables,  formés  avec 
hs  génératrices  des  hyperboloïdes  homofocaux,  non  seulement  dans 
la  même  ligne  de  courbure,  mais  encore  dans  toutes  les  autres  lignes 
de  courbure  (*). 

Pour  les  sections  principales,  ces  polygones  seront  circon- 
scrits à  la  focale  et  inscrits  dans  la  section  principale.  Il  en 
passera  un  par  chaque  point  de  toute  ligne  de  courbure. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  d'énoncer  comprennent  deux 
parties  distinctes. 

i°  Si  Ton  peut  inscrire  dans  la  courbe  d'intersection  de  deux 
surfaces  (A) ,  (A')  un  polygone  formé  des  génératrices  recti- 
lignes de  (A'),  on  pourra  en  inscrire  une  infinité  d'autres 
formés  de  la  même  manière.  Cette  première  proposition,  comme 
M.  Moutard  en  a  fait  le  premier  la  remarque  en  1864  {Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques),  est  au  fond  le  théorème  de  Pon- 
celet  ;  elle  s'en  déduit  par  une  simple  perspective. 

2"  La  même  propriété  subsiste,  quand  on  substitue  à  (A') 
toute  surface  (A")  inscrite  dans  la  développable  |AA'[  .  Cette 
proposition  paraît  nouvelle.  Sa  vérification  analytique  est 
extrêmement  simple,  et  elle  complète  notre  démonstration 
géométrique,  qui  ne  s'appliquerait  qu'aux  polygones  de  degré 
pair. 


39. 

Transformation  des  propositions  précédentes  par  la  méthode  des  figures 
supplémentaires. 

Les  théorèmes  donnés  dans  cette  partie  pour  les  courbes 
sphériques  se  transforment  immédiatement  par  la  méthode 


(')  Ces  polygones  constituent  des   routes  de  lumière;  leurs  côtés  adja- 
cents viennent  couper  l'ellipsoïde  sous  des  angles  égaux. 
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des  figures  sut-plcnientaires,  et  noius  pouvons  énoncer  ies 
prûM  •sitions  suivantes. 

Si  une  courbe  sphérique  est  telle  que  la  somme  des  péri- 
mètres des  n  triangles  sphéri-ques  interceptés  par  son  arc 
tangent  dans  n  angles  fixes  soit  constante,  elle  conserve  la  même 
définition  avec  une  infinité  d'autres  systèmes  de  n  angles. 

!Si  une  courbe  ^phérique  est  telle  que  la  somme  des  lon- 
gueurs interceptées  par  son  arc  tangent  sur  n  ai'cs  de  cercles 
fixes,  à  partir  d'une  origine  fixe  sur  chaque  arc,  soit  constante, 
elle  conserve  la  même  propriété  avec  une  inimité  d'autres  sys- 
tèmes d'arcs. 

Si  une  courbe  sphérique  est  telle  que  n  angles  interceptent 
sur  son  arc  tangent  des  segments  Jont  la  somme  algébrique 
soit  nulle,  elle  conserve  la  même  i.ropriéte,  quand  on  substitue 
aux  premiers  une  infinité  de  nouveaux  angles  fixes  convena- 
blement choisis. 

Ces  propositions,  sur  lesquelles  noQs  n'insisterons  pas,  s'éten- 
dent évidemment  aux  courbes  planes.  Elles  peuvent  être 
considérées  comme  la  généralisation  de  ce  théorème  :  un 
cercle  peut  être  considéré  d'une  infinité  de  manières  comme 
Tenveioppe  d'un  arc  de  grand  cercle  interceptant  dans  un 
angle  fixe  un  triangle  sphérique  de  périmètre  constant. 
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OUATRÎÊME  PARTIE. 
Étude  analytique  des  surfaces  eyciides. 

40. 

Inlrodiietion. 

Dans  cette  partie  nous  étudions  les  surfaces  du  4^  ordre 
qui  ont  le  cercle  de  Tinfini  pour  ligne  double  et  les  surfaces 
du  3®  ordre  qui  contiennent  ce  cercle.  Ces  dernières  surfaces 
se  déduisent  des  précédentes  au  moyen  d'une  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  d'ailleurs,  en  leur  adjoi- 
gnant le  plan  de  Tinfini,  on  forme  une  surface  du  A^  ordre 
ayant  le  cercle  de  l'infini  pour  ligne  double.  Nous  désignerons 
toutes  ces  surfaces  sous  la  dénomination  de  cydides,  parce 
qu'elles  contiennent  dix  séries  de  sections  circulaires,  et  aussi 
parce  qu'elles  comprennent  comme  cas  particulier  la  surface 
à  lignes  de  courbure  circulaii-es  nommée  cydide  par  M.  Dupin. 
Nous  réserverons  par  suite  à  cette  dernière  surface  le  nom 
de  cydide  de  Dupin  ou  cycltde  à  lignes  de  courbure  circu- 
laires. 

Ces  surfaces  ont  été  d'abord  étudiées  en  1864  par  M.  Mou- 
tard qui  les  a  rencontrées  en  cherchant  les  surfaces  anallagma- 
tiqnes,  c'est-à-dire  qui  demeurent  invariables  quand  on  les 
soumet  à  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
convenablement  choisie.  Les  cyclides  sont  donc  les  anallagma- 
tiques  les  plus  générales  du  3*  et  du  ^^  ordre.  M.  Moutard  a 
même  montré  qu'elles  possédaient  cette  propriété  par  rapport 
à  cinq  pôles  différents;  il  a  en  outre  étudié  les  cinq  séries  de 
sphères  doublement  tangentes,  les  sections  circuiaires  formant 
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dix  séries  distinctes,  et  reconnu  l'existence  de  cinq  focales, 
lieux  des  sphères  de  rayon  nul  doublement  tangentes  à  la 
surface  (*). 

Les  surfaces  cyclides  comprennent,  comme  cas  particuliers» 
plusieurs  surfaces  remarquables  :  le  tore,  la  cyclide  de  Dupin, 
les  podaires  de  quadrique,  les  transformées  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  de  quadriques ,  les  surfaces  de  révolution 
engendrées  par  la  rotation  de  Tellipse  de  Cassini,  des  ovales 
de  Descartes,  etc.,  autour  de  leur  axe  de  symétrie.  On  les 
rencontre  dans  un  grand  nombre  de  problèmes.  L'intérêt 
qu'elles  présentent  a  été  accru  par  la  découverte,  publiée  à  peu 
près  simultanément  par  M.  Moutard  et  par  l'auteur,  des  lignes 
de  courbure  de  ces  surfaces.  Les  cyclides  peuvent,  en  effet, 
faire  partie  d'un  système  triple  orthogonal,  tout  à  fait  analogue 
à  celui  des  quadriques  homofocales. 

Dans  un  travail  présenté  en  1866  comme  thèse  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris  et  inséré  dans  les  Annales  scientifiques 
de  r École  Normale  (même  année),  j'ai  étudié  ces  cyclides  ortho- 
gonales et  le  système  des  coordonnées  curvilignes  auxquelles 
elles  donnent  lieu.  D'un  autre  côté,  M.  Laguerre,  dans  une 
série  de  notes  présentées  à  la  Société  Philomathique,  a  ajouté 
plusieurs  propriétés  à  celles  qu'avait  données  M.  Moutard,  et 
fait  connaître,  le  plus  souvent  sans  démonstration,  des  propo- 
sitions élégantes,  se  rapportant  soit  aux  sections  circulaires, 
soit  aux  dispositions  relatives  des  focales  et  des  sphères  prin- 
cipales des  cyclides. 

Il  est  juste  de  rappeler  ici,  bien  que  cet  historique  soit  loin 
d'être  complet,  que  les  cyclides  du  3®  et  du  4*  ordre  ne  sont 
que  des  transformées  par  l'homographie  de  la  surface  du 
4^  ordre  à  conique  double,  que  M.  Kummer  a  étudiée  le  pre- 
mier en  1863  (^),  et  dont  il  a  reconnu  les  principales  propriétés. 


f  j  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1864. —  Bulletin  de  la  Société 
Philomathique  et  Comptes  rendus  de  l'Académie,  même  année. 

(*)  Kummer  :  Ueber  die  Flachen  vierlen  Gradée,  aiif  welchen  Schaaren  von 
Kegelschnillen  Uegen.  (Journal  de  Borchardt,  t.  LXIV,  p.  66,  année  1863.) 
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Depuis,  différents  géomètres,  et  en  particulier  M.  Clebsch,  ont 
consacré  des  Mémoires  importants  et  développés  à  Téttide  de 
cette  surface  du  4®  ordre.  Je  citerai  en  particulier  le  Mémoire 
de  M.  Clebsch  publié  en  1868  (^).  Dans  ce  travail  se  trouvent 
déterminées  d'une  manière  complète  les  droites  et  les  courbes 
les  plus  simples  qu'on  peut  placer  sur  la  surface. 

Il  est  vrai  qu'on  peut,  par  une  transformation  homogra- 
phique,  déduire  les  propriétés  des  cyclides  de  celles  de  la 
surface  du  4*  ordre  à  conique  double.  Cependant  l'étude  directe 
des  cyclides  me  paraît  conserver  de  l'intérêt.  Le  choix  parti- 
culier de  la  ligne  double  imprime  un  caractère  remarquable 
de  simplicité  à  l'étude  de  ces  surfaces,  et  permet  de  découvrir 
des  théorèmes  dont  l'énoncé  serait  trop  compliqué  ou  peu 
intéressant  quand  la  conique  double  est  quelconque.  Dans  tous 
les  cas,  on  pourra  aussi  étendre  par  l'homographie  aux  sur- 
faces du  4*  ordre  à  conique  double  et  à  la  surface  générale 
du  3°  ordre  les  propositions  trouvées  dans  la  théorie  des 
cyclides. 

Nous  commencerons  par  étudier  les  propriétés  les  plus  élé- 
mentaires, et,  en  particulier,  les  sections  circulaires,  les  focales, 
les  cinq  modes  de  génération  des  cyclides  du  i^  ordre. 


41. 

Propriétés  générales  des  cyclides. 

Soit  la  surface  du  4*  ordre  représentée  par  l'équation 

(1)  {x*  -H  y'  4-  z'Y  H  2ii,  {X-  +  y^  +  z'')-hu^  —  0  , 

où  u^  désigne  un  polynôme  homogène  du  premier  degré,  et 
u,  un  polynôme  quelconque  du  second  degré.  Cette  équation 


l')  Clebsch:  Ueber  die  Fliiclieii  vierler  Ordiuiiig,  welche  aine  Doppelcurve 
zweiien  Grades  bedilzen  [Journal  de  Horchardl,  t.  LXIX,  p.  355,  aîince  ia68). 
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contient.  Î3  ronstantes.  Du  reste,  elle  re[)réspnte  la  cycHde  la 
plus  générale  du  4-  ordre.  On  peut  la  mettre  aussi  sous  ia 
forme 

(2)  (.2?'  -^y^  +  z'  +  u;f  =  U,  , 

OÙ  u,  désigne  encore  un  polynôme  quelconque  du  second 
degré. 

Puisque  les  cyclides  ont  le  cercle  de  Tinfini  pour  ligne 
double,  toute  sphère  lt;s  coupera  suivant  une  courbe  du 
4^  ordre,  située  sur  une  surface  du  second  degré,  c'est-à-dire 
suivant  une  cyclique.  C'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte  de  l'équa- 
tion même  de  la  surface.  Car,  si  nous  cherchons  l'intersection 
de  la  cyclide  avec  la  sphère  dont  l'équation  est 

l'équation  (1)  de  la  cyclide  pourra  être  remplacée  par  la 
suivante, 

qui  représente  une  quadrique  dont  Tintcrsection  avec  la  sphère 
sera  la  courbe  cherchée. 

L'équation  de  la  surface  met  encore  en  évidence  une  série 
remarquable  de  quadriques  inscrites  dans  la  cyclide.  Écrivons, 
en  effet,  l'équation  (2)  sous  la  forme 

(a?* -f-  v'  +  --  +  «,  +  >•)'  =  U, 4-  2>  (ît,  -hx--h  y^ -t- z"^)  +  a'  . 

Les  surfaces  (V)  représentées  par  Téqualion 

(3)  U,  +  2  A  (u,  +  X'  -i-y'  +  z')  -+-  a'  =  Y  —  0  , 

ofi  l  est  une  arbitraire  quelconque,  seront  toutes  tangentes  à 
la  cyclide  en  tous  les  points  d'une  courbe  située  sur  la 
sphère 

X*  +  y^  +  z^  +  Mj  -(->.  —  0  . 

Le  centre  de  cette  sphère  demeure  fixe,  quand  /  prend  toutes 
les  valeurs  possibles. 

Les  quadriques  (V),  inscrites  dans  la  cyclide,   possèdent 
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plusieurs  propriétés  i-emarquabies.  D'abord ,  quand  on  con- 
naîtra Tune  d'elles  (V),  Véquation  de  la  surface  prendra  la 
foruie 

OÙ  S  =  0  représente  une  sphère  de  centre  fixe. 

En  second  lieu,  elles  sont  homocyciiques,  c  est-à-dire,  elles 
coupent  toutes  le  cercle  de  l'infini  aux  mèn>es  points.  Ces 
quatre  points,  communs  à  toutes  les  quadriqucs,  sont  ceux  où 
les  deux  nappes  de  la  cyoîide,  se  croisant  au  cercle  de  l'infini, 
sont  tangentes  Tune  à  l'autre. 

L'une  des  ({uadriques  (V),  correspondante  à  la  valeur  À-^co , 
se  réduit  à  un  plan  double,  le  plan  de  T infini. 

Toute  quadrique  inscrite  à  une  des  surfaces  (V)  coupe  la 
cyclide  suivant  une  courbe  du  8'  ordre,  qui  se  décompose  en 
deux  cycliques.  En  effet,  l'équation  de  la  cyclide  est 

S'-  =-.  Y  . 

Toute  quadrique  inscrite  à  V  a  pour  équation 

V  =^  p^ 

On  peut,  en  combinant  cette  équation  avec  celle  de  la  cyclide, 
la  remplacer  par 

équation  qui  représente  deux  sphères. 

Réciproquement,  toute  quadrique  coupant  la  cyclide  suivant 
une  courbe  spbérique  du  4"  ordre  sera  tangente  à  l'une  des 
quadriques  (V).  Car  soit 

{x-  +  y^  -h  z'-  -h  îi,Y  =  U, 

l'équation  déjà  donnée  de  la  cyclide.  Si  on  la  coupe  par  la 
sphère  dont  féquation  est 

X' -^y^  +  z^  —  v,  , 

on  trouve  la  quadrique 
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qui  eât  inscrite  à  (U,).  Or  (Uj)  est  une  ([ueîconque  des  quadri- 
ques  que  nous  avons  appelées  (V). 

II  résulte  des  remarques  précédentes  quelques  conséquences 
intéressantes. 

En  général,  si  l'on  cherche  l'intersection  d'une  droite  a  avec 
la  cyciide,  on  a  une  équation  du  4^  degré,  ne  présentant 
aucune  propriété  particulière,  et  dont  la  résolution  complète 
exige  la  résulutioa  préalable  d'une  équation  cubique.  Si  la 
droite  o ,  au  contraire,  est  tangente  à  une  des  quadriques  V, 
l'équation  du  4^  degré  qui  détermine  ses  mtersections  avec  la 
cyciide  se  résout  par  de  simples  extractions  de  racines  carrées; 
car  par  la  droite  d  on  peut  faire  passer  une  quadrique  inscrite 
dans  (V).  Cette  quadrique  coupera  la  cyciide  suivant  deux  cour- 
bes sphériques,  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  chercher  l'intersection 
de  0  avec  les  sphères  contenant  ces  deux  courbes. 

Il  suit  de  là  que,  étant  donnée  une  droite  o  ,  l'équation  du 
4*  degré  qui  détermine  ses  points  d'intersection  avec  la  cyciide 
se  résoudra  complètement  au  moyen  de  l'équation  cubique 
qui  détOTmine  les  trois  quadriques  (V)  tangentes  à  la  droite  o  . 
Chaque  racine  de  cette  équation  cubique  donnera  une  décom- 
position de  deux  facteurs  quadratiques  de  l'équation  du 
4^  degré. 

Le  théorème  de  géométrie  suivant  explique  et  met  en  lumière 
le  fait  analytique  que  nous  venons  de  constater. 

Si  par  deux  points  fixes  a  .  a'  d'une  cyciide  on  fait  passer  une 
série  de  cercles  coupant  la  cyciide  en  deux  nouveaux  points 
variables  m  ,  m' ,  les  droiles  mm'  enveloppent  une  quadrique  (V) 
inscrite  dans  la  cyciide  et  tangente  à  la  droite  a  a' .  Cette  qua- 
drique demeure  la  même  si  aux  deux  points  a ,  a'  on  substitue 
les  points  a" ,  a%  oà  la  droite  a  a'  coupe  de  nouveau  la  cyciide. 

Ce  théorème  (dont  la  démonstration  est  une  conséquence  de 
l'art.  15)  montre  bien  qu'à  chaque  décomposition  des  quatre 
points  a  ,  a',  a",  a'  en  deux  groupes  de  deux  correspond  une 
des  quadriques  (V)  tangentes  à  la  droite  a  a'a'a'*  D'ailleurs  ,  si 
l'on  connaît  une  de  ces  quadriques  (V),  il  suffira  de  lui  mener 
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une  tangente  rencontrant  la  droite  aa'a"a'.  Cette  tangente 
coupera  la  cyclide  en  quatre  points  b  ,  6';  6",  6",  déterminés 
par  couples.  Les  points  a  ,  a'  seront  sur  un  cercle  passant  par 
b  ,  6',  et  les  points  a",  a"  sur  un  cercle  passant  par  6",  b" ,  Ces 
propriétés  entraînent  la  décomposition  en  deux  facteurs  de 
l'équation  du  4*  degré  qui  détermine  les  points  a  ,  a\  a",  a". 

On  peut  généraliser  le  théorème  précédent  de  la  manière 
suivante  : 

Si  par  deux  points  a  ,  a'  de  la  cyclide  on  fait  passer  une 
sphère  quelconque,  la  coupant  suivant  une  cyclique,  les  sécantes 
doubles  de  cette  cyclique  qui  rencontrent  la  droite  a  a'  enveloppent 
une  des  quadriques  (V)  tangente  à  a  a'. 

Des  sphères  doublement  tangentes  aux  cyclides. 

On  sait  que,  lorsque  deux  surfaces  sont  tangentes  en  un 
point,  leur  courbe  d'intersection  a  pour  point  multiple,  géné- 
ralement pour  point  double,  le  point  de  contact.  Il  suit  de  là 
que  toute  sphère  doublement  tangente  à  la  cyclide,  la  coupera 
suivant  une  cyclique  à  dcnx  points  doubles,  c'est-à-dh'e  suivant 
deux  cercles.  Réciproquement,  toute  sphère  passant  par  un 
cercle  de  la  surface,  la  coupera  suivant  un  autre  cercle,  et 
par  suite  sera  doublement  tangente  à  la  cyclide.  La  recherche 
des  sections  circulaires  est  donc  comprise  comme  cas  particu- 
lier dans  celle  des  sphères  doublement  tangentes  à  la  surface. 

Nous  prendrons  pour  point  de  départ  l'équation  (2),  déjà 
donnée, 

(iP*  4- y' +  z' -h  «  J' =  U, , 

et  nous  observerons  qu'en  changeant  la  direction  des  axes 
coordonnés  de  manière  que  les  nouveaux  axes  soient  parallèles 
aux  axes  de  symétrie  de  la  quadrique  (U,),  on  peut  faire  dispa- 
raître les  rectangles  dans  le  polynôme  U, .  Puis,  en  déplaçant 
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les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  on  pourra  supprimer  le 
polynôme  v^ ,  et  ramener  l'équation  de  la  cyclide  à  la  forme 
simple 

(4) 

Coupons  la  surface  par  la  sphère  (T)  dont  l'équation  est 

F  —  kx  -f-  Sy  +  y  ;  +  '">* , 

œ  ,  ^  ,  7,  seront  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  et  la 
courbe  d'intersection  pourra  otre  représentée  par  les  équations 

(  ?'+  Xx'  +  k'y'  +  A' z'-h^Cœ -h^C y  -i-2C'  z  +  J)  =  0  , 

(  x'-h7/  +  Z'  —  ^?  =  0. 

Si  l'on  demande  que  la  sphère  (T)  coupe  la  cyclide  suivant 
deux  cercles,  il  faudra  exprimer  que,  par  Tintcrsection  des 
deux  quadriques  (5),  on  peut  faire  passer  un  système  de  deux 
plans.  A  cet  effet,  multiplions  la  seconde  ('M:[uation  par  1 , 
retranchons-en  la  première,  et  exprimons  que  l'équation  ainsi 
obtenuB  représente  deux  plans. 

Par  un  calcul  qui  ne  présente  aucune  difficulté  particulière, 
nous  oblpjions  les  trois  équations  de  condition  suivantes, 

j  '  5  p  '  2  p  i  ! 

(6)  _l-^-4-:_^4-    -^+D-/.«=^L:r=0, 

/  —  A       A  —  A         L  —  A 

a*  6'  7* 


(8) 


,,__._  _Ck__      C'/3  C'y 

"  —~^      ),_A  ""  À  — A'  "  À  — A' 


La  première  de  ces  équations,  dont  nous  avons  désigné, 
polir  abréger,  le  premier  membre  par  L,  ne  contient  que  fin- 
connue  X,  et  elle  détermine  cinq  valeurs  pour  cette  inconnue. 
Il  suit  de  là  que  les  sphères  doublement  tangentes  à  la  surface 
se  partagent  en  cmq  séries  distinctes. 
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Quand  À  est  connu,  la  deuxième  équation  devient  une  rela- 
tion entre  a  ,  ^  ,  /' .  C'est  donc,  si  Ton  y  regarde  a  ,  ^  ,  /  comme 
variables,  l'équation  du  lieu  des  centres  des  sphères  double- 
ment tangentes.  Nous  voyons  que  les  sphères  de  chaque  série 
ont  leurs  centres  sur  une  quadrique,  et  la  forme  de  Tcqua- 
tion  (7)  nous  montre  que  les  cinq  quadriques  correspondantes 
aux  cinq  valeurs  de  >.  sont  homofocales, 

Entin  J'équation  (8)  fait  connaître  o*,  c'est-à-dire  le  rayon 
de  chacune  des  sphères  doublement  tangentes,  quand  le  centre 
est  déjà  connu. 

L'équation 

q>f„  Qf'fl  °>r''-j 

/  —  A  /  —  A'  À — A"" 
représente  donc  toute  sphère  doublement  tangente  à  la  cyclide, 
pourvu  que  1  soit  une  racine  de  l'équation  (6),  et  que  a  ,  p  ,  y 
satisfassent  à  l'équation  (7).  Comme  l'équation  (9)  contient 
a  ,  p  ,  7  au  premier  degré,  on  voit  que  toutes  les  sphères  dou- 
blement tangentes  d'une  même  série  auront  même  centre 
radical.  Les  coordonnées  de  ce  centre  sont 


(10) 

/- 

C 
-A  ' 

y- 

=  — 

A  — A'    ' 

et  sa 

puissance  commune 

par 

rapport 

à  toutes  les  sphères 

a 

pour 

expression 

G* 

(X-A)^ 

"(^ 

c* 

y^ 

(X-A')* 

+  2X  =  — L', 

—  A' 

L'  désignant  la  dérivée  de  L  par  rapport  à  X . 

La  sphère  décrite  du  centre  radical  comme  centre  avec 
^ — L'  pour  rayon  coupe  donc  à  angles  droits  toutes  les  sphères 
doublement  tangentes  à  la  cyclidc  faisant  partie  de  la  série 
considérée.  L'équation  de  cette  sphère  est 

/  —  A       ).  —  A         X  —  A 
Remarquons,  de  plus,  que  le  rayon  \^ — L'  ne  sera  nul  que 
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si  /.  est  une  racine  multiple  de  T équation  (6).  Dans  ce  cas 
particulier,  toutes  les  sphères  doublement  tangentes  à  la 
cyclide  faisant  partie  de  la  série  considérée  passeront  par  un 
point  fixe,  le  centre  radical  déterminé  par  les  équations  (10). 

L'équation  (6)  a,  en  général,  cinq  racines  distinctes.  Trois 
d'entre  elles  au  moins  sont  réelles,  et,  si  Ton  suppose  A  ,  A' ,  A" 
rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  on  reconnaîtra,  par 
les  substitutions,  que,  dans  les  trois  intervalles  formés  par 
A ,  A',  A",  H-  <>:> ,  il  y  a  au  moins  une  et  quelquefois  trois  racines 
de  l'équation.  Il  ne  peut  donc  se  présenter  que  deux  cas  géné- 
raux distincts.  L'équation  en  l  aura  toutes  ses  racines  réelles, 
ou  bien  elle  aura  deux  racines  imaginaires. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  la  proposition  suivante  : 

Une  cyclide  du  4*  ordre  peut,  en  général,  être  considérée  de 
cinq  manières  différentes  comme  tenveloppe  d'une  série  de 
sphères  qui  coupent  à  angles  droits  une  sphère  fixe,  et  dont  les 
centres  décrivent  une  quadrique  fixe. 

Chacun  de  ces  cinq  modes  de  génération  est  défini  par  une 
sphère  (S),  que  nous  appellerons,  avec  M.  de  !a  Gournerie, 
sphère  directrice,  et  par  une  quadrique  (A),  que  nous  appelle- 
rons mrface  déférente. 

lia  cyclide  est  donc  Fenveloppe  des  sphères  ayant  leur  centre 
:-ui  (A)  et  coupant  (S)  à  angle  droit.  Ces  sphères  sont  double- 
ment tangentes  à  la  cyclide,  et  la  coupent  suivant  deux  cercles 
réels  ou  imaginaires,  se  croisant  aux  deux  points  de  contact 
de  la  sphère. 

Réciproquement,  Fenveloppe  des  sphères  ayant  leur  centre 
sur  une  quadrique  et  coupant  à  angles  droits  une  sphère  fixe, 
est  une  cyclide.  Cela  résulte  d'un  calcul  direct  que  nous 
omettons,  et  aussi  de  ceux  qui  précèdent.  Car  nous  ne  trou- 
vons aucune  relation  particulière  entre  la  quadrique  (A)  et  la 
sphère  (S),  qui  définissent  chaque  mode  de  génération  des 
cyeHdes. 

Les  sphères  doublement  tangentes  d'une  même  série 
demeurent  invariables  si  on  les  transforme  par  rayons  vecteurs 
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réciproques,  en  prenant  pour  pôle  de  transformation  le  centre, 
et  pour  module  le  rayon  de  la  sphère  directrice,  qui  est  ainsi 
le  lieu  des  points  se  correspondant  à  eux-mêmes.  Puisque  les 
sphères  doublement  tangentes  demeurent  invariables,  il  en 
sera  de  même  de  leur  enveloppe,  la  cyclide.  Celle-ci  est  donc 
anallagma tique  suivant  la  définition  de  M.  Moutard.  Elle  l'est 
d'ailleurs  de  cinq  manières  différentes,  correspondantes  aux 
cinq  séries  de  sphères  doublement  tangentes. 

Sans  entrer  dès  à  présent  dans  l'examen  détaillé  des  relations 
entre  les  cinq  modes  de  génération,  il  sera  bon  de  rappeler 
que  les  cinq  quadriques  déférentes  (A,)  sont  homofocalôs,  et 
de  remarquer  que  les  cinq  sphères  directrices  (S.)  sont  ortho- 
gonales. 

Cette  proposition  se  vérifie  sans  difficulté  sur  les  équations 
précédentes,  ainsi  que  la  suivante  :  Étant  donné  un  des  modes 
de  génération,  défini  par  (S.) ,  (A,) ,  les  centres  des  quatre  autres 
sphères  sont  les  sommets  du  tétraèdre  conjugué  à  (S,)  et  à  (A,) . 

43. 

Des  plans  tangents  doubles  et  des  focales  des  oyelides. 

Les  plans  tangents  doubles  peuvent  être  obtenus  comme 
limites  des  sphères  doublement  tangentes.  Les  sphères  d'une 
même  série,  étant  assujetties  à  demeurer  orthogonales  à  la 
sphère  directrice  (S),  se  transformeront,  quand  leur  centre 
sera  à  Tinfîni,  en  des  plans  passant  par  le  centre  de  (S). 
D'ailleurs,  ces  plans  seront  perpendiculaires  aux  directions 
asymptotiques  de  la  déférente  (A) .  Les  plans  tangents  doubles 
enveloppent  donc  un  cône  du  second  degré,  ayant  son  sommet 
au  centre  de  la  sphère  directrice  (S) ,  et  supplémentaire  du  cône 
asymptote  de  la  quadrique  (A) . 

On  a  donc  cinq  séries  de  plans  tangents  doubles,  tangents  à 
cinq  cônes  du  second  degré,  ayant  pour  sommets  les  centres  des 
sphères  directrices.  Ces  cônes,  étant  supplémentaires  des  cônes 
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asymptotes  des  cinq   quadriques   homofocales,   sont  homo- 
cycliques. 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  leurs  équations,  en  les  considé- 
rant comme  des  quadriques  inscrites  dans  la  cyclide.  En  effet, 
l'équation 

■  (A_x)x-'  + (A' ->)y*  +  (A'— )-) -'  + 2Ca^+ 2C'y  +  2C"^ 
^*^M  +D->«=:0, 

analogue  à  l'équation  (3) ,  représente  toute  quadrique  (Y)  inscrite 
dans  la  cyclide.  Cette  quadrique  sera  un  cône,  si  Ton  a 

C*            C»            C"^        ,^     .,       ^ 
r  H r-  ^- rr,  -h  D  —  /-  =  0  . 

i— A       >— A'       X  — A" 

C'est  l'équation  déjà  obtenue  pour  À . 

On  a  donc  cinq  cônes  inscrits,  c'est-à-dire  dont  les  plans 
tangents  seront  plans  tangents  doubles  de  la  cyclide,  et  la 
couperont,  par  conséquent,  suivant  deux  cercles.  L'équation 
de  la  cyclide  sera 

(a;*+y*  +  2'+2).)*  +  4(A  — X)a;'-t-4(A'  — i)»/'  +  4(A"  — >)z» 


^^'^^   (  +8Ca;4-8C'2/  +  8C';^4-4D— 4/^  =  0 

Nous  voyons,  sur  Tcquation  (12),  que  le  cône  ne  sera  réel 
que  si  1  est  compris  entre  A  et  A",  c'est-à-dire  si  la  surface 
déférente  correspondante  est  un  des  deux  hyperboloïdes. 
Comme  le  premier  membre  de  l'équation  (12)  est  négatif, 
d'après  l'équation  (13),  pour  tous  les  points  de  la  cyclide, 
cette  surface  sera  tout  entière  à  l'intérieur,  ou  tout  entière  à 
l'extérieur  du  cône  doublement  tangent.  Si  1  est  compris  entre 
A  et  A',  la  déférente  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes;  la 
cyclide  est  à  l'intérieur  du  cône.  Si  1  est  compris  entre  A' 
et  A",  la  déférente  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe;  la  cyclide 
est  à  l'extérieur  de  son  cône  doublement  tangent.  Dans  ce 
dernier  cas,  de  tout  point  de  la  cyclide,  on  peut  mener  des 
plans  tangents  réels  au  cône.  Les  sections  circulaires  conte- 
nues dans  ces  plans  seront  réelles.  11  n'en  sera  pas  de  même 
dans  les  cas  précédents.  Donc 


DE  COURRES  ET  DE   SURFACES  ALGÉBRIQUES.  H9 

Les  sections  circulaires  appartenant  à  un  mode  de  génération 
ne  sont  réelles  que  si  la  de  fer  ente  est  un  hyperholoule  réglé,  et 
alors  elles  le  sont  toujours,  pourvu  que  la  cyclide  soit  réelle. 

Cette  proposition  sera  confirmée  par  l'étude  géométrique  des 
cyclides. 

Voici  quelques  autres  conséquences. 

D'abord,  par  chaque  point  de  la  cyclide,  on  peut  faire  passer 
10  plans  tangents  doubles,  qui  sont  tangents  aux  5  cônes  du 
second  degré.  Il  passe  donc  10  cercles  réels  ou  imaginaires 
par  chaque  point  de  la  surface.  Ainsi,  les  10  séries  de  coni- 
ques, qui  se  trouvent  sur  toute  surface  du  second  ordre  à 
conique  double,  sont  ici  formées  exclusivement  avec  des 
cercles.  De  plus,  comme  nous  avons  vu  qu'il  y  a  une  ou  trois 
racines  de  l'équation  en  1  entre  A'  et  A",  c'est-à-dire  que 
parmi  les  déférentes  il  y  aura  un  ou  trois  hyperboloïdes 
réglés,  il  s'ensuit  que  la  cyclide  aura  une  série  double  ou 
trois  séries  doubles  de  sections  circulaires  réelles.  Nous 
reviendrons  sur  ce  point. 

La  détermination  des  focales  est  aussi  une  conséquence  des 
résultats  obtenus.  Celles  des  sphères  doublement  tangentes  à 
la  cyclide  qui  se  réduisent  à  des  points  ont  nécessairement 
leur  centre  à  l'intersection  de  la  surface  déférente  et  de  la 
sphère  directrice  qui  lui  correspond.  Donc 

Les  focales  de  la  cyclide  sont  les  cinq  courbes  cycliques,  inter- 
sections de  chacune  des  sphères  directrices  (Si)  avec  la  quadrique 
déférente  (A,)  qui  lui  correspond. 

Ces  cinq  courbes  sont  évidemment  celles  qui  ont  été  exa- 
minées dans  la  Deuxième  Partie  de  ce  travail;  elles  constituent 
les  lignes  doubles  de  la  développable  circonscrite  à  la  cyclide 
et  au  cercle  de  l'infini.  Elles  sont  focales  les  unes  des  autres. 
Si  l'on  se  donne  l'une  d'elles,  les  autres  se  détermineront 
comme  il  a  été  indiqué  dans  la  Deuxième  Partie. 

Si  l'on  se  donne  une  focale  d'une  cyclide  inconnue,  quoique 
les  autres  focales  puissent  être  déterminées,  la  cyclide  ne  le 
sera  pas.  La  sphère  qui  contient  la  focale  est  bien  la  sphère 
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directrice  d'un  mode  de  génération;  mais  on  pourra  lui  asso- 
cier comme  déférente  une  quelconque  des  quadi-iques  qui 
contiennent  îa  focale.  L'équation  des  cyciides  qui  admettent 
pour  focales  cinq  courbes  données,  focales  les  unes  des  autres, 
contiendra  donc  nécessairement,  et  d'une  manière  rationnelle, 
un  paramètre  variable  > . 

Un  mode  de  transformation  que  nous  allons  étudier  nous 
montrera  d'ailleurs,  sans  qu'il  soil  nécessaire  d'avoir  recours 
aux  principes  énoncés  dans  la  Première  et  la  Deuxième  Partie, 
que  les  cinq  focales  sont  les  lignes  doubles  de  la  développabie 
circonscrite  à  la  cyciide  et  au  cercle  de  ijnûni, 

44. 

Généralités  sur  les  surfaces  anallagmatiques. 

Nous  allons,  avant  de  continuer  cette  étude,  indiquer 
quelques  propriétés  générales  des  surfaces  anallagmatiques, 
que  nous  appliquerons  ensuite  aux  cyclides. 

La  définition  générale  de  ces  surfaces  est  la  suivante  :  Elles 
sont  leb  surfaces  enveloppes  d'une  sphère  variable,  qui  demeure 
orthogonale  à  une  sphère  fixe  (S)  (la  sphère  directrice),  et  dont 
le  '.entre  décrit  une  surface  quelconque  (B),  que  nous  appelle- 
rons la  déférente. 

Soit  M  un  point  de  la  déférente  et  (P)  le  plan  tangent  en  ce 
point.  La  sphère  ayant  son  centre  au  poirit  M  et  orthogonale 
à  (S)  touchera  son  enveloppe  en  deux  points  11^,71/1',  placés 
syméL  iquement  par  rapport  au  plan  (P) .  Je  dis  que  la  droite 
mm'  va  passer  au  centre  0  de  (S) . 

En  .'^ffet,  toutes  les  sphères  doublement  tangentes,  qui  ont 
leurs  centres  en  des  points  de  la  déférente  voisins  de  M, 
pourront  être  considérées  comme  ayant  leurs  centres  dans  le 
plan  tangent  (P),  et  se  coupant  aux  deux  points  chevchés 
m,  m'.  Toutes  ces  sphères  coupant  à  angle  droit  la  sphère 
directrice  (S),  leur  axe  radical  mm'  passera  donc  par  le 
point  0 .  D'oii  la  règle  suivymte  : 
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Les  points  de  contact  m  ,  m'  de  chaque  sphère  de  contre  M 
doublement  tangente  avec  ranallagmatiijuc,  sont  snr  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  0  de  !n  r.plière  direch-ice  sur 
le  plan  tangent  à  la  déférente  au  point  M .  On  a  d'ailleurs 

R  étant  le  rayon  de  la  sphère  directrice. 

On  peut  encore  définir  autrement  les  points  m  ,  m'.  Toutes 
les  sphères  orthogonales  à  (S)  et  ayant  leurs  centres  dans  le 
plan  (P)  couperont  à  angle  droit  toutes  les  sphères  passant 
par  l'intersection  de  (S)  et  de  (P) .  En  particulier,  elles  contien- 
dront les  deux  sphères  de  rayon  nul  passant  par  Tintersection 
de  (S)  et  de  (P) .  Les  centres  de  ces  deux  sphères  sont  donc 
les  points  m  ,m'. 

Donc  l'anallagmatique  peut  être  considérée  comme  le 
lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  nul  passant  par  l'inter- 
section de  la  sphère  directrice  et  des  plans  tangents  à  la 
déférente. 

De  la  remarque  précédente,  qui  a  déjà  été  faite  par  M.  La- 
guerre,  il  résulte  que  les  points  m  ,  m'  ne  seront  réels  que  si  le 
plan  (P)  tangent  en  M  ne  rencontre  pas  la  sphère  directrice. 
Par  conséquent,  si  Ton  circonscrit  à  la  déférente  (B)  et  à  la 
sphère  (S)  une  développable,  la  courbe  de  contact  de  cette 
développable  et  de  la  déférente  découpera  celle-ci  en  régions, 
pour  chacune  desquelles  le  pian  tangent  coupera  toujours  ou 
ne  coupera  jamais  la  sphère  directrice.  Celles  des  régions 
de  (B)  pour  lesquelles  le  plan  tangent  ne  coupe  pas  la  sphère  (S) 
donnent  seules  des  points  réels  de  fanallagmatique;  elles  don- 
nent lieu  à  une  nappe  de  même  connexion  que  la  région  d'oiî 
elle  dérive.  Toutefois,  pour  que  cette  proposition  soit  exacte, 
il  faut  considérer  la  région  de  (B)  d'où  dérive  la  nappe  de 
l'anallagmatique  comme  formée  de  deux  feuillets  distincts  se 
réunissant  l'un  à  l'autre  sur  le  contour  de  cette  région.  Nous 
ferons  une  application  de  cette  remarque  dans  l'étude'  de  la 
forme  des  cyclides. 
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Une  conséquence  importante  et  nouvelle  résulte  encore  de 
la  construction  précédente.  C'est  que  les  points  de  contact 
m ,  m'  ne  dépendent  que  du  flan  tangent  et  nullement  du  point 
de  contact  de  ce  plan.  Il  suit  de  là  que  Tétude  des  anallagma- 
tiques  équivaut  à  la  théorie  d'un  mode  de  transformation  dans 
lequel  à  un  plan  variable  on  fait  correspondre  les  deux  sphères 
de  rayon  nul  passant  par  l'intersection  de  ce  plan  et  d'une 
sphère  directrice  fixe.  Ainsi,  à  un  plan  de  la  première  figure 
correspondent  deux  points  de  la  seconde;  mais  à  un  point  de 
celle-ci  ne  correspond  qu'un  seul  plan  dans  la  première. 

Gomme  les  géomètres  sont  plus  habitués  aux  transforma- 
lions  dans  lesquelles  les  points  correspondent  aux  points,  on 
pourra  substituer  à  la  figure  formée  par  les  plans  sa  polaire 
réciproque  par  rapport  à  la  sphère,  et  alors  on  obtiendra  une 
transformation  qu'on  peut  définir  ainsi  qu'il  suit  : 

Étant  donné  un  point  y-,  à  ce  point  on  fait  correspondre  les 
deux  points  m  ,  m' ,  centres  des  sphères  de  rayon  nul  passant 
par  l'intersection  de  (S)  et  du  plan  polaire  de  u.  [par  rapport 
à  (S)]. 

On  voit  que  m  et  m'  ne  seront  réels  que  si  le  point  ^j-  est  à 
l'intérieur  de  la  sphère  (S).  Les  points  m ,  m' ,  [i  seront  en  ligne 
droite  avec  le  centre  0  de  (S) ,  et  Ton  aura 

2R* 

0  m    0  ni  —R\      0  m  ,-  Om'  —-pr- 

Oti 

Si  la  sphère  (S),  tout  en  ayant  son  centre  0  réel,  a  son  rayon 
de  la  forme  /cK — i  ,  les  points  m  ,  m'  seront,  au  contraire, 
toujours  réels,  et  ils  seront  de  part  et  d'autre  du  point  0  sur 
la  droite  Oy-.  On  aura 

—  2yt* 

Om  .  Om' —  —  k- ,      Om  +  Om'  = • 

0/^ 

Dans  ce  mode  de  transformation,  à  une  surface  (B'),  lieu  du 
point  f/ ,  correspond  une  surface  anallagmatique  (1),  dont  la 
sphère  directrice  est  (S),  et  dont  la  déférente  est  la  polaire  (B) 
de  (B')  par  rapport  à  (S) .  Le  degré  de  (2)  sera  généralement 
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double  de  celui  de  (B'),  à  moins  que  (B'j  n('  passe  au  centre 
de  la  sphère  directrice.  Nous  allons,  du  reste,  donner  les  for- 
mules qui  définissent  la  transformation. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  0  de  la 
sphère  directrice.  Soit  R  le  rayon  de  cette  sphère,  et  désignons 
par  X  ,  y ,  z  les  coordonnées  du  point  m .  Celles  du  point  m' 
seront,  par  conséquent, 

x^  +  y'  -+-  z^       x""  +  if-  +  z*       a?'  -^  ?/'  -h  2* 

Le  plan  polaire  du  point ,"  doit  être  le  lieu  des  points  à  égale 
distance  de  m  et  de  m\  Kn  écrivant  cette  propriété,  on  a 
pour  réquation  de  ce  plan 

Si  donc  on  appelle  x' ,  y\  z'  les  coordonnées  du  point  y- ,  les 
formules  qui  définissent  la  transformation  sont 

[^'~  X'  +  y^-  +  Z'-r-n''        ^    ~a;'4-y^-f   2*-rR»' 

(14)       } 

,.^ ^^:i 

\  a;'  +  y'  +  z'  +  H' 

Ces  formules  avaientété  indiquées  dans  un  travail  de  fauteur 
{Annales  de  l  École  Normale,  ISG^).  En  posant 


(14') 

ii=:R-- 

~x"- 

-y"- 

-2' 

on  en 

déduit 

(14") 

X 

X'  ' 

_y_- 
y 

=  ^ 

R 

On  voit  que,  si  le  point  y-{x',y',z')  décrit  un  plan,  les 
points  m  ,  m'  décriront  une  sphère,  nécessairement  orthogo- 
nale à  la  sphère  directrice  :  cela  résulte  de  f  i.Jenlité 

/  mx'  ~ï  ny'  -i-pz'  +q 

(IS)      \  _  2R'(ffla;-i-  ny'^-pz  +  q)  +  (ji.r^-v  y--^z^—R^) 

\~  X^-f-«^4-2'4-R» 
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La  Sphère  correspondante  à  un  plan  (P)  sera  donc  déter- 
minée par  la  double  condition  d'être  orthogonale  à  (S)  el  ôo 
passer  par  rintersection  de  (S)  et  de  (P) .  Elle  se  réduira  à  un 
plan  quand  le  plan  (P)  passera  au  centre  de  l'S) ,  à  un  point- 
sphère  quand  le  plan  (P)  sera  tangent  à  (S). 

L'identité  (15)  équivaut  à  une  formule  qui  permet  de  trans- 
former les  équations  des  courbes  et  des  surfaces.  Soient  en  effet 
P  la  distance  du  point  /^  au  pian  (P) , 
T  la  tangente  menée  de  m  à  la  sphère  (T)  correspondante 

au  plan  (P) , 
a  l'angle  sous  lequel  le  plan  (P)  coupe  (S). 
L'identité  (15)  pourra  s'écrire 

RcosK.T» 


(16)  Prr 


a;'4-2/*-f-2*4-R' 


et  il  résulte  de  cette  formule  la  règle  suivante  : 

Si  une  surface  (B')  est  définie  par  une  équation  homogène 
entre  les  distances  P ,  P',  P", ...  d'un  de  ses  points  à  plusieurs 
plans  fixes,  pour  avoir  l'équation  de  l'anallagmatique  (2)  cor- 
respondante, il  suffit  de  remplacer  P  ,  P',  P",  ...  par  les  carrés 
des  tangentes  à  des  sphères  orthogonales  à  la  sphère  directrice, 
correspondantes  aux  plans  fixes,  ces  carrés  étant  multipliés 
par  des  constantes,  que  la  formule  (16)  apprend  à  déterminer. 
Deux  cas  particuliers  doivent  être  signalés  :  [^  si  le  plan  (P) 
est  tangent  à  la  sphère  en  un  point  a ,  P  doit  être  remplacé 
par  le  carré  de  la  distance  au  point  a  ;  2°  si  (P)  passe  par  le 
centre  de  (S),  il  se  correspond  à  lui-même,  et  l'on  ne  doit  pas 
modifier  le  facteur  P,  ou  plutôt  on  doit  le  multiplier  pai  2R . 


4S. 

D'un  mode  de  transformation  déduit  de  la.  ttéorie  des  anallagmatii^ues. 

Les  formules  précédentes  (15)  et  (16)  nous  montrent  qu'en 
désignant  par  première  figure  le  lieu  des  points  [j-  et  deuxième 
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figure  le  lieu  des  points  m  ,  m' ,  à  un  point  m  de  la  deuxième 
figure  correspond  un  seul  point  (j.  de  ia  première  ;  mais  que, 
au  contraire,  à  un  point  u  correspondent  deux  points  m  ,m' . 
Il  y  a  un  cas  particulier  remarquable  :  c'est  celui  où  le  point  ^ 
coïncide  avec  le  centre  0  de  la  sphère  directrice.  A  ce  point  0 
correspondent  tous  les  points  à  rinilni.  C'est  ce  qui  résulte  et 
de  la  construction  et  des  formules.  Car  si,  dans  les  équa- 
tions (14),  a;'  4-  j/*  -(-  z*  devient  infini,  x' ,  y\  z'  deviennent 
nuls. 

Ainsi,  à  un  point  [j^  coïncidant  avec  0  correspondent  deux 
points  m  ,  m',  Tun  au  point  0,  l'autre  quelconque  à  Finfini. 

A  un  point  /^,  situé  sur  le  cône  asymptote  de  la  sphère 
directrice,  correspondent  deux  points,  Tun  à  Tinfini  sur  le 
cercle  et  sur  la  droite  0," ,  l'autre  au  milieu  de  0|^ ,  etc. 

A  une  courbe  de  degré  n  de  la  première  figure  correspond, 
dans  la  seconde,  une  courbe  de  degré  double  2n,  coupant  le 
cercle  de  l'infini  en  2n  points.  Cependant,  si  a  branches  de  la 
courbe  passent  en  0 ,  le  degré  de  la  courbe  correspondante 
diminue  de  a ,  ainsi  que  le  nombre  de  points  communs  avec 
le  cercle  de  l'infini. 

A  une  surface  de  la  première  figure  d'ordre  n  ,  ayant  en  0 
un  point  multiple  d'ordre  p,  correspond  une  anallagmatiquo 
d'ordre  2?t — p  . 

Mais  le  fait  essentiel  est  le  suivant  : 

Si  une  courbe  est  tangente  en  a  à  la  sphère  (S) ,  la  courbe 
anallagmatique  correspondante  a  un  point  double  en  a . 

Si  une  surface  est  tangente  en  a  à  la  sphère  (S) ,  la  surface 
anallagmatique  correspondante  a  un  point  conique  en  a . 

Si  une  surface  est  tangente  à  (S)  en  tous  les  points  d'une 
ligne  (L),  celle-ci  est  ligne  double  de  Tanallagmatique  corres- 
pondante. 

Faisons  quelques  applications. 

A  une  droite  ô'  correspond  un  cercle,  situé  dans  le  plan  de  0 
et  de  ^,  coupant  (S)  à  angles  droits,  et  passant  par  l'intersection 
de  (S)  et  de  ô.  Si  ^  devient  tangente  à  (S)  en  a ,  le  cercle  a 
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son  rayon  nul,  et  se  décompose  en  deux  droites  se  coupant 
en  a,  situées  dans  le  plan  (0  ,  ^),  et  allant  rencontrer  le  cercle 
de  rinfini, 

A  un  plan  correspond  une  sphère,  qui  se  réduit,  quand  le 
plan  devient  tangent  à  (S),  au  point  de  contact  de  ce  plan. 

A  une  conique  correspond  une  courbe  sphérique  du  4®  ordre, 
allant  rencontrer  le  cercle  de  l'infini  en  quatre  points,  c'est-à» 
dire  une  cyclique.  Cette  cyclique  acquiert  deux  points  doubles, 
c'est-à-dire  se  décompose  en  deux  cercles,  si  la  conique  cor- 
respondante est  doublement  tangent(^  à  (S) . 

A  une  quadrique  correspond  une  cyclide  du  3®  ou  du  4*  ordre, 
suivant  que  la  quadrique  passe  ou  ne  passe  pas  au  point  0  ;  etc. 

Soient  une  surface  (B')  et  l'anallagmatique  correspon- 
dante (2) .  Les  focales  de  (1)  se  déterminent  de  la  manière 
suivante  :  Circonscrivons  à  (B')  et  à  (S)  une  développable  (  A) , 
et  soit  (F)  la  courbe  de  contact  de  cette  développable  (A)  et 
de  (S).  Les  plans  de  (A)  ont  pour  correspondants  les  points- 
sphères  ayant  leurs  centres  sur  (F).  Donc  la  surface  (A')  cor- 
respondante à  (A)  sera  Tenveloppe  d'une  suite  de  sphères  de 
rayon  nul,  et  par  conséquent  sera  une  développable  focale. 
Ses  génératrices  correspondront  par  couples  à  celles  de  (A); 
elle  aura  une  courbe  double  de  plus  que  (  A)  ^  la  courbe  (F) . 

Appliquons  les  remarques  précédentes  ù  l'étude  des  cyclides. 
La  cyclide  sera  Tanallagmatique  correspondante  à  une  sur- 
face (A')  du  second  degré,  et  ayant  pour  déférente  la  polaire 
réciproque  (A)  de  (A')  par  rapport  à  (S).  A  la  dévelojipable 
j(A')(S)|  correspond  la  développable  focale  circonscrite  à  la 
cyclide.  On  voit  que  cette  développable  aura  cinq  lignes  dou- 
bles :  1"  la  courbe  de  contact  sur  (S)  de  |  (A',i(S)  j  ;  2*  les 
quatre  courbes  cycliques  correspondantes  aux  quatre  lignes  de 
striction  de  la  même  développable.  Les  plans  de  ces  quatre 
lignes  étant  conjugués,  les  sphères  correspondantes,  qui  sont 
orthogonales  à  (S)  seront  orthogonales  entre  elles.  Au  système 
de  quadriques  inscrites  dans  la  développable  |(A')(S)|  corres- 
pondront les  cyclides  homofocales;  etc. 
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L'équation  de  toute  surface  pouvant  être  mise  sous  la 
forme 

AP,P%P',P-)=:0, 

/"désignant  une  fonction  homogène,  Tanallagmatique  corres- 
pondante aura  pour  équation 

d'où  il  suit  que  toute  équation  homogène  par  rapport  aux 
quatre  quantités  S  ,  S',  S",  S",  puissances  d'un  point  par  rapport 
à  quatre  sphères,  représente  une  surface  anallagmaliqiie  par 
rapport  à  la  sphère  radicale  ou  orthogonale  de  ces  quatre 
sphères. 

Par  exemple,  Téquation  d'une  cyclide  peut  se  mettre,  et 
d'une  infinité  de  manières,  sous  les  formes 

SS'  =A-.S'S"  , 

correspondantes  à  des  formes  connues  de  l'équation  d'une 
quadrique. 

A  des  cercles  de  la  seconde  figure  correspondent  dans  la 
première  soit  des  droites,  soit  des  coniques  doublement  tan- 
gentes à  (S).  Il  suit  de  là  qu'une  anallagmatiiiue  (1)  ne  pourra 
être  engendrée  par  un  cercle  que  si  la  surface  (B')  correspon- 
dante est  réglée  ou  est  engendrée  par  des  coniques  doublement 
tangentes  à  (S) . 

Par  exemple,  si  (B')  est  une  quadrique,  1°  ses  droites  don- 
neront une  série  double  de  sections  circulaires  de  la  cyclide; 
2*»  elle  peut  aussi  être  engendrée  de  quatre  manières  différentes 
par  des  coniques  doublement  tangentes  à  (S) ,  et  les  plans  de 
ces  coniques  enveloppent  l'un  des  quatre  cônes  passant  par 
rintersection  de  (B')  et  de  (S) .  A  ces  quatre  séries  de  coniques 
correspondront  quatre  nouvelles  séries  doubles  de  sections 
circulaires  de  la  cyclide.  On  aura  donc  les  cinq  séries  doubles 
de  sections  circulaires  de  la  cyclide. 
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46. 


Be  la  forme  générale  des  cyclides,  du  nombre  de  leurs  focales 
et  de  leors  sections  circulaires  réelles. 

Nous  pouvons  mainteaani;  nous  faire  une  idée  assez  nette 
des  différentes  formes  des  cyclides.  Il  suffît  de  discuter  les 
équations  (6) ,  (7) ,  (8) ,  qui  déterminent  les  différents  modes 
de  génération  de  la  surface. 

D'abord,  nous  avons  vu  que  l'équation  (6)  en  X  a  au  moins 
trois  racines  réelles.  Dans  chacun  des  intervaiies  des  quantités 
A  ,  A',  A",  -1-  00  ,  il  y  a  une  ou  trois  racines  réelles  (art.  40). 

A  toute  racine  comprise  entre  A  et  A'  correspond  une  défé- 
rente, qui  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes; 

A  toute  racine  comprise  entre  A'  et  A",  un  hyperboloïde  à 
une  nappe  ; 

A  toute  racine  supérieure  à  A",  un  ellipsoïde  réel; 

A  toute  racine  inférieure  à  A,  un  ellipsoïde  imaginaire. 

Il  y  a  donc,  parmi  i»'s  surfaces  déférentes,  trois  q^iadriques 
réelles  au  moins  :  un  ellipsoïde  réel,  un  hyperboloïde  à  une 
nappe,  un  hyperboloïde  à  doux  nappes.  Je  dis,  de  plus, 
qu'à  la  racine  unique  compri  o  dans  chacun  dus  intervalles 
de  A  ,  A',  A",  H-  00  ,  ou  à  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande  des 
racines,  s'il  y  en  a  trois  dans  cet  intervalle,  correspond  tou- 
jours une  sphère  directrice  de  centre  et  de  rayon  réels. 

En  efifet,  nous  avons  vu  (art.  40)  que  le  rayon  de  la  sphère 
directrice  est  V —  L' ,  L'  désignant  la  dérivée  de  L .  Lorsque  X 
varie  dans  un  des  intervalles  considérés,  la  fonction  L  est 
d'abord  positive.  La  dérivée  L'  sera  donc  négative  pour  toutes 
les  racines  d'ordre  impair  contenues  dans  cet  intervalle.  Donc, 
s'il  y  a  trois  racines,  la  plus  petite  et  la  plus  grande  donneront 
un  rayon  réel.  Au  contraire,  pour  la  racine  moyenne,  le  carré 
da  rayon  sera  négatif. 

Nous  pouvons  donc  conclure  que,  dans  tous  les  cas,  trois 


DE  COL'RBES  ET  DK  SURFACES  ALGÉBRJQUES.  129 

des  cinq  modes  de  génération  de  la  cyclide  seront  formés  avec 
des  quadriques  et  des  sphères  réelles. 

Si  l'équation  en  ).  a  ses  cinq  racines  réelles,  les  deux  der- 
niers modes  de  génération  seront  formés  avec  deux  surfaces 
qui  pourront  être  deux  ellipsoïdes  imaginaires,  mais  qui  seront 
toujours  de  même  espèce.  Des  deux  sphères  correspondantes 
qui  ont  leurs  centres  réels,  Tune  sera  réelle;  mais,  pour  Tau- 
tre,  le  carré  du  rayon  sera  négatif. 

Les  résultats  obtenus  ici  sont  d'accord  avec  ceux  de  l'ar- 
ticle 19,  où  nous  avons  examiné  le  nombre  des  focales  réelles 
des  courbes  cycliques. 

Si  l'équation  en  /  a  deux  racines  imaginaires,  trois  seule- 
ment des  sphères  contenant  les  focales  sont  réelles.  Nous 
avons  vu  que,  dans  ce  cas,  les  trois  focales  correspondantes 
sont  réelles  et  se  composent  d'un  seul  trait. 

Si  l'équation  en  ),  a  ses  cinq  racines  réelles,  quatre  des 
sphères  sont  réelles;  mais  deux  seulement  des  focales  sont 
réelles,  et  se  composent  chacune  de  deux  traits  distincts  (*). 

Dans  le  cas  où  l'équation  en  X  a  ses  cinq  racines  réelles,  il  y 
a  un  mode  de  génération  qui  caractérise  la  cyclide  :  c'est  celui 
qui  correspond  à  la  sphère  de  centre  réel,  mais  de  rayon  ima- 
ginaire. Cela  posé,  nous  pouvons  reconnaître  la  forme  générale 
de  la  cyclide. 

1**  L'équation  en  X  a  deux  racines  imaginaires.  Soit  un  des 
trois  modes  de  génération  formé  avec  l'ellipsoïde  réel  (A)  et 
la  sphère  réelle  (S) .  La  développable  |  (S)  (A)  |  est  réelle,  et  se 
compose  d'une  seule  nappe  (de  même  que  la  focale  se  compose 
d'un  seul  trait).  La  courbe  de  contact  de  cette  développable 
avec  l'ellipsoïde  (A)  partage  cette  quadrique  en  deux  régions  : 
Tune  d'elles  donne  tous  les  points  réels  de  la  cyclide  (art.  42). 


(•)  Les  cinq  focales  ne  sauraient  être  toutes  imaginaires,  puisque,  les 
équations  de  l'une  d'elles  au  moins  étant  réelles,  les  foyers  de  celte  courbe 
seront  réels.  Or  l'un  de  ces  foyers  est  un  point  d'une  autre  focale,  qui, 
ayant  un  point  réel,  est  réelle. 

9 
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Gomme  cette  région  est  à  connexion  simple,  on  voit  que  la 
cyclide  sera  ici  une  surface  loujours  réelle,  formée  d'une  seule 
nappe  à  connexion  simple.  Elle  aura  une  seule  série  double  de 
sections  circulaires  réelles,  puisque  une  seule  des  trois  défé- 
rentes est  réglée. 

2°  L'équation  en  À  a  toutes  ses  racines  réelles.  La  surface 
déférente  (A),  correspondante  à  la  sphère  de  myon  k  V — 1 , 
est  un  ellipsoïde  imaginaire.  La  cyclide  est  imaginaire, 

^  L'ellipsoïde  déférent  du  m^me  mode  de  génération  est 
réel.  Alors  toute  droite  passant  par  le  centre  0  de  (S)  coupe  la 
cyclide  en  quatre  points  toujours  réels,  correspondants  aux  deux 
plans  tangents  de  l'ellipsoïde  perpendiculaires  à  cette  droite. 
La  cyclide  se  compose  de  deux  nappes  enveloppant  le  point  0 , 
et  à  l'intérieur  Vune  de  Vaulre.  Elles  sont  à  connexion  simple. 

Trois  des  surfaces  déféi'entes  sont  des  ellipsoïdes  réels,  il 
y  a  une  seule  série  de  sections  circulaires  réelles. 

4°  L'équation  en  ).  ayant  toujours  ses  racines  réelles,  la 
surface  déférente  du  même  mode  de  génération  est  un  hyper- 
boloïde  à  deux  nappes. 

Alors  le  cône  doublement  tangent  à  la  cyclide  ayant  le 
point  0  pour  sommet  est  réel,  la  cyclide  est  à  l'intérieur  de  ce 
cône  (art.  43).  Elle  se  eompose  donc  de  denc  nappes  opposées 
situées  à  l'intérieur  de  chacune  des  deux  nappes  du  cône  et  à 
connexion  simple.  Trois  des  déférentes  sont  des  hyperboloïdes 
à  deux  nappes,  il  n'y  a  encore  qu'uno  seule  série  double  de 
sections  circulaires  réelles. 

5°  La  déférente  du  même  mode  de  génération  est  un  hyper- 
boloide  à  une  nappe.  Le  cône  doublement  tangent  à  la  cyclide 
<^st  toujours  réel,  mais  la  surface  est  à  l'extérieur  de  ce  cône. 
Elle  se  compose  à' une  seule  nappe  à  connexion  triple,  sem- 
blable à  un  tore  ordinaire.  Il  suffit  de  concevoir  que  les  deux 
séries  de  sections  circulaires,  confondues  dans  le  tore,  se 
dédoublent,  par  exemple  qu'on  fasse  varier  d'une  quantité 
suffisamment  petite  les  coefficients  des  coordonnées  dans 
l'équation  d'un  tore  rapportée  à  des  axes  quelconques. 
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Dans  ce  cas  trois  des  déférentes  étant  des  hyperboloïdes 
réglés,  il  y  a  six  séries  de  sections  circulaires  réelles  disposées 
à  peu  près  comme  celles  d'un  tore,  après  qu  on  aurait  dédou- 
blé par  une  déformation  les  sections  méridiennes  et  les  sections 
parallèles  qui  représentent  deux  séries  confondues. 

On  voit  qu'il  existe  quatre  espèces  distinctes  de  cyclides 
réelles  du  "4"  ordre.  Les  cyclides  du  3"  ordre  se  déduisant  des 
précédentes  au  moyen  d'une  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  auront  seulement  trois  formes  distinctes. 


47. 

Bu  système  des  cyclides  liomofocales. 

Si  Ton  transforme  par  rayons  vecteurs  réciproques  une 
cyclide,  on  obtient  une  nouvelle  cyclide  dont  les  focales  sont 
les  transformées  des  focales  de  la  précédente.  En  particulier, 
si  Ton  prend  le  pôle  de  transformation  au  point  de  rencontre 
do  trois  des  sphcrep  directrices  (il  y  a  un  ou  quatre  de  ces  points 
qui  sont  réels),  trois  des  focales  deviendront  planes,  les  trois 
sphères  directrices  se  changeront  en  trois  plans  rectangulaires, 
et  les  sphères  doublement  tangentes  de  la  cyclique,  qui  étaient 
orthogonales  à  ces  sphères  directrices,  auront  leurs  centres 
dans  les  plans  correspondants.  La  nouvelle  cyclide  aura  trois 
plans  de  symétrie.  On  peut  donc  affirmer  que  le  système  le 
plus  général  de  cyclides  homofocales  est  le  transformé  par  la 
méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques  de  celui  des  cyclides 
homofocales  à  trois  plans  de  symétrie. 

Ces  dernières  cyclides  homofocales  ont  été  étudiées  d'une 
manière  détaillée  par  l'auteur  dans  un  travail  présenté  comme 
thèse  en  1866  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  et  qui  a  été 
inséré  dans  les  Annales  de  l'École  Normale  (même  année). 

Aussi  allons-nous  examiner  de  préférence  ici  le  système  le 
plus  général  de  cyclides  homofocales,  et  donner  des  équations 
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symétriques  représentant  les  cyclides  les  plus  générales  du 
8'  et  du  4*  ordre. 

A  cet  effet,  étant  donnée  une  sphère  (S),  définie  par  l'équa- 
tion 

nous  allons  chercher  l'équation  des  quadriques  inscrites  dans 
une  développable  circonscrite  à  cette  sphère;  puis,  en  sou- 
mettant ces  quadriques  à  la  transformation  indiquée  (art.  44), 
nous  obtiendrons  l'équation  générale  des  cyclides  homofocales. 
Soient 

(17)  Vi  =  aa'^biy' +CiZ' -\-d.h\/~\=0,    (î=  1,2,3,4) 

les  équations  des  quatre  faces  du  tétraèdre  conjugué  commun 
à  toutes  les  quadriques  et  à  la  sphère  (S),  et  supposons  que 
les  coefficients  aient  été  choisis  de  telle  manière  que  l'on  ait 
identiquement 

4 

(18)  2  P.'  =  Pi'  +  P»'  -^-  Pa'  -''  P.*  =  a;"  -!-  i!/"+  :-'*  — R' . 

On  aura,  entre  les  coefficients  a. ,  6, ,  c, ,  di ,  les  relations  qui 
conviennent  à  toute  substitution  linéaire  orthogonale,  et  en 
particulier  celles-ci, 

(19)  •      a,'  +  br  hCi'-hdi'  =  i  , 

(20)  Qi Oj  -h  6,  bj  4-  CiCj  -{-did  —  0  . 
L'équation 

(24)     triip,.  +  2j::£ip..  +  ir:fip,.  +  ?.i:fiP,.  =  o 

représentera  des  quadriques  inscrites  dans  une  développable  A  » 
et  d'ailleurs  cette  développable  sera  circonscrite  à  la  sphère  (S)  ; 
car  il  suffît,  pour  obtenir  l'équation  de  cette  sphère,  de  faire 
l=za  dans  l'équation  précédente.  D'ailleurs,  cette  équation 
peut  encore  s'écrire 
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OU,  en  tenant  compte  de  l'identité  (18), 

R5 r'* »/'* z"        P*  P^  P^  P* 

Telle  est  la  forme  qu'on  peut  donner  à  féquation  des  qua- 
driques  considérées,  et  il  est  bon  de  remarquer  que  cette 
équation  n'est  qu'en  apparence  du  4®  degré  en  X.  Après  qu'on 
aura  chassé  les  dénominateurs,  le  coefficient  de  X*  sera  nul 
identiquement,  en  vertu  de  l'équation  (18). 

Cela  posé,  soumettons  nos  quadriques  au  mode  de  transfor- 
mation défmi  par  les  formules  (14)  (art.  44),  et  nous  obtien- 
drons les  cyclides  homofocales.  Voyons  ce  que  devient  l'équa- 
tion (22).  On  a 

Le  plan  Pi:=0  se  transforme  donc  en  une  sphère  (S,),  ortho- 
gonale à  la  proposée.  Appelons  R,  le  rayon  de  cette  sphère.  On 
aura 

"'^       d^  </,«         rf.»  ~"' 

ou,  en  vertu  des  formules  (19); 

R,^_^,         R.^_H^ 

Donc,  si  nous  appelons  S,  la  puissance  d'un  point  par  rapport 
à  la  sphère  (S,) ,  on  aura 

(24)  P.=r  ^*^'- 


R,- (.*' -+-!/*+:; '^+R') 

Enfin,  si  l'on  tient  compte  de  l'équation  (14),  on  pourra 
transformer  le  premier  terme  de  l'équation  (22),  et  l'on  aura 

R'S* 


S  désignant  la  puissance  du  point  (x  ,y  ,z)  par  rapport  à  la 
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sphère  (S) .  Eu  réunissant  tous  ces  résultats,  l'équation  (22)  se 
transformera  dans  la  suivante. 


(«)■ ,  (D* ,  (I)' ,  (tJ .  ©' 


=  0 


/  —  a       ) — «1       / — a,       t.  —  a^       >.  —  «^ 

Cette  équation  représente  les  cyclides  homofocales,  et,  d'après 
une  remarque  déjà  faite,  elle  n'est  qu'en  apparence  du  A^ôoi^ré. 
De  plus,  il  suit  des  formules  ('âO)  et  (23)  que  les  quatre  sphè- 
res (S.) ,  qui  sont  orthogonales  à  (S) ,  sont  aussi  orthogonales 
entre  elles.  Donc,  si,  pour  plus  de  symétrie,  au  lieu  de  S  nous 
mettons  S,  dans  la  formule  précédente,  nous  pouvons  énoncer 
les  propositions  suivantes  : 

L'équation 


v©'_ 


(25) 


où  les  cinq  quantités  S.  sonl  les  puissances  (Cun  point  par  rapport 
à  cinq  sphères  orlkogon'iles,  représente  un  quelconque  des  sy.^~ 
tèmes  de  cyclides  homofocales  ayant  les  cinq  sphères  {Si)  pour 
sphères  directrices. 

Le  coefficient  de  À'  étant  nul  dans  l'équation  précédente, 
après  qu'on  aura  chassé  les  dénominateurs,  il  y  a  entre  les 
cinq  puissances  S,  d'un  point  quelconque,  par  rapport  aux  cinq 
sphères  orthogonales,  la  relation  identique 

1 

Nous  allons  étudier  successivement  les  cinq  sphères  ortho- 
gonales et  les  cyclides  homofocales;  mais  auparavant  nous 
ferons  remarquer  que,  si  Tune  des  cinq  sphères  se  réduisait  à 

S- 
un  pian,  il  suffirait  de  remplacer'la  quantité  p^  correspondante 

par  le  double  de  la  distance  au  plan  qui  remplace  la  sphère. 
Cela  résulte  de  la  formule  (23). 
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48. 

Du  système  de  cinq  sphères  orthogonales. 

Soient 

(27)S.=r:a7'-f-  y»  4  2»  -+  2«,.r+  2,5.1^  +  2 7,2:  -i-5.---=0,  (i--rr  l,2,;?,'k5) 

les  équations  de  cinq  sphères  orthogonales.  On  aura,  entre  les 
coefficients  «;,...,  <Ji ,  les  relations  comprises  clans  le  type 
suivant  : 

(28)  ;.«,«,-t^p,,^,-+:::V,y,~  5,-3,::=0  ,  {i  '^j  ) 

qui  expriment  Torthogonalité  des  sphères.  Les  rayons  R.  de 
ces  sphèi^es  sont  donnés  par  les  formules 

(-29)  R,'r-..:«,«-^p,*  +  y,v.  ô., 

et  f on  aura  les  identités 

\  âx     à.c       au     ày       dz      dz  ' 

(  (©■-(sy-^(W=— 

La  théorie  des  sphères  orthogonales  est  d'ailleurs  comprise 
dans  r identité  fondamentale  déjà  obtenue 


m- 


On  déduit  de  cette  identité  les  relations  suivantes  entre  les 
coefficients  a. ,  p, ,  7. ,  <); , 

,.„    ■^U-'-  U-'^  It-'- 
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et  les  suivantes 


(32^ 


L  v>r    u  R.^    ij  r;       •      Z^  R,' 


Ces  relations  nous  seront  très  utiles. 

On  peut  d'ailleurs  déduire  de  l'identité  (26), 


m 


plusieurs  propriétés  des  sphères  orthogonales.  Par  exemple, 
l'équation 

peut  s'écrire,  en  vertu  de  cette  identité, 


(v^y-i^v-^i^r-y-f^^ 


0, 


et  la  forme  nouvelle  de  l'équation  nous  montre  que  la  sphère  S, 
coupe  les  quatre  autres  suivant  quatre  cercirs  dont  les  plans 
forment  un  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  S., ,  ce  qui  est  une 
des  plus  importantes  propriétés  des  sphères  orthogonales. 
De  même,  l'équation 


(sMI:)'- 


qui  se  décompose  en  deux  facteurs,  représente  deux  points- 
sphères,  ayant  pour  centres  les  points  d'intersection  des  trois 
autres  sphères,  etc. 

Rappelons  qu'il  y  a  deux  systèmes  remarquables  de  sphères 
orthogonales,  l'un  pou!-  lequel  deux  sphères  ont  leurs  centres 
et  leurs  rayons  imaginaires  conjugués,  l'autre  pour  lequel  les 
cinq  centres  sont  réels,  l'une  des  sphères  ayant  le  carré  de 
son  rayon  négatif. 

Enfm^  de  l'identité  fondamentale  on  déduit  encore  que,  dès 
que  l'on  connaîtra  un  système  de  sphères  orthogonales,  on 
aura  tous  les  autres  en  soumettant  à  une  substitution  linéaire 

c 
orthogonale  les  cinq  quantités  ~  . 
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Or  on  peut  prendre  pour  ces  quantités 

^x    2v    2-    .T^-y^  +  ^^'-hR-     ^^  +  y'-  +  ^^-H' 

'^  hK"i       '  ^ 

où  R*  peut  être  de  Tune  des  deux  formes 

K ,      KK-i , 

et,  en  soumettant  ces  cinq  quantités  à  la  substitution  indiquée, 
on  aura  réquation  ia  plus  générale  d'un  système  de  cinq 
sphères  orthogonales. 

49. 

Des  cyclides  homofocalss. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que  le  système  des 
cyclides  homofocales,  dont  l'équation  a  déjà  été  donnée,  est 
un  système  triple  orthogonal,  c'est-a-dire  que,  par  chaque 
point  de  l'espace,  il  passe  trois  cyclides  du  système,  se  cou- 
pant à  angle  droit.  Pour  cela,  nous  nous  proposerons  d'abord 
la  question  suivante  : 

Étant  données  deux  équations  homogènes  par  rapport  aux 
cinq  quantités  S, , 

exprimer  qu  elles  représentent  deux  surfaces  orthogonales. 
Appelons  {a  ,  b)  l'expression 

da    âh       âa     db       âa     db 
âx    àx       dy     à  y       ôz     ôz 

On  aura  évidemment 

équation  où  il  faut  donner  à  i  et  à  j  toutes  les  valem'S  1 ,  2,  3, 
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A,  5.  Mais,  d'après  les  identités  (^0),  Téquation  précédente 
pourra  être  écrite  ainsi. 

Comme  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  sont 
nuls,  en  vertu  de  1  équation  homogène  des  deux  surfaces,  on 
voit  que  la  relation  d'orthogonalité  prend  la  forme  simple 

Là        d%     âSi  ' 


S  _à^         ^ 


^^(1X0 


_— =0. 


Cette  relation  est  exactement  semblable  à  celle  (ju'on  obtient 
avec  les  coordonnées  ordinaires;  il  y  a  seulement  àeu\  varia- 
bles de  plus. 

L'équation  précédente  sera  évidemment  vérifiée,  si  Ton  prend 
deux  cyclides  appartenant  au  système  défini  par  l'équation 

i 
Deux  cyclides  homo focales  se  coupent  donc  à  angle  droit  en  tous 
les  points  de  leur  courbe  d'inicrsec'ion. 

11  reste  à  démontrer  qu'il  en  passe  toujours  trois  qui  sont 
réelles,  par  un  point  quelconque  de  Tespace. 

Supposons  d'abord  que,  des  cinq  sphères  (S,);  une  seule  ait 
son  rayon  imaginaire.  Les  cinq  quantités  Si  seront  réelles; 
mais,  parmi  les  cinq  quantités  Ri,  une,  R,  par  exemple,  sera 
de  la  forme  4-  K^ — 1 .  Alors  l'équation  du  svstème  sera 

\  —  a.       ■/  —  a.      >.  —  a,      i  —  a.      a  —  a. 
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Quand  on  y  considère  ).  comme  rinconnuo,  elle  donne  trois 
racines  réelles,  l'une  entre  a,  et  «j,  les  deux  autres  entre  a.^ 
et  a, ,  a,  et  a^ . 

Ajoutons  que  les  cyôlides  correspondantes  à  ces  trois  racines 
sont  réelles,  et  toujours  des  trois  formes  distinctes  signalées  à 
l'art,  46  pour  le  cas  où  Céqualion  a  ses  cinq  racines  réelles. 

On  verrait,  de  même,  si  deux  des  sphères  orthogonales 
étaient  imaginaires  conjuguées ,  qu'il  passe  toujours  trois 
cyclides  réelles  par  un  point  quelconque  de  l'espace. 

Nous  avoTis  reconnu  (art.  45)  que  toute  équation  homo- 
gène 

yiS.,S,,S3,SJ=:0 

représente  une  surface  anallagmatique  par  rapport  à  la  sphère 
orthogonale  aux  quatre  sphères  (S,) ,  (S,) ,  (S,) ,  (S,) .  Comme 
de  l'équation  (34)  on  peut  éliminer,  au  moyen  de  l'identité  (26) 
qui  relie  les  cinq  quantités  S,%  une  quelconque  de  ces  quan- 
tités, on  reconnaît  immédiatement  que  la  cyclide  sera  anallag- 
matique par  rapport  aux  cinq  sphères  (S^) .  La  même  conclusion 
s'appliquerait  à  toute  équation  homogène 

î>(s;,  ...,s,^j  =  o, 

qui  représente,  quelle,  que  soit  la  forme  de  la  fonction  y ,  une 
surface  anallagmalique  par  rapport  aux  cinq  sphères  (S<) . 

Revenons  aux  cyclides.  Quand  on  fait,  dans  l'équation  (34), 
À  =  Éf,-,  la  surface  se  réduit  à  une  sphère  double  (S,),  ou 
plutôt  à  la  portion  de  cette  sphère,  limitée  par  la  focale. 
Quand  À  s'approche  de  a^ ,  par  exemple,  l'intersection  de  la 
cyclide  et  de  la  sphère  (S,)  s'approche  de  la  courbe  limite 

S,  =  0  , 


^  fl,  —  a,       a.  —  a^      «i  — <^>       ûf,  — a» 
On  aurait  de  même  les  cinq  autres  focales. 
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50. 


Du  système  de  coordonnées  curvilignes  formé  avec  les  cyclides  homofocales 
et  orthogonales. 

Il  résulte,  des  remarques  précédentes  et  du  théorème  de 
M.  Dupin,  que  les  lignes  de  courbure  d'une  cyclide  quelconque 
sont  algébriques  et  se  trouvent  à  1" intersection  de  cette  surface 
avec  les  cyclides  homofocales.  On  saura  donc  déterminer  les 
lignes  de  courbure  des  cyclides  les  plus  générales. 

Parmi  les  cyclides  du  système  orthogonal  (34),  il  y  en  a 
trois  qui  sont  seulement  du  3®  àegvé.  En  effet,  dans  l'équa- 
tion (34),  le  coefficient  de  (a;'-^  y^  -j-  z')'  est 

1 


l 


II  sera  nul  pour  les  trois  valeurs  de  X  satisfaisant  à  l'équation 

On  saura  donc  déterminer  les  lignes  de  courbure  des  cyclides 
du  3*  ordre. 

Le  système  des  cyclides  homofocales  donne  naissance  à  un 
système  de  coordonnées  curvilignes,  analogue  à  celui  des  coor- 
données elliptiques,  dont  Lamé,  Jacobi,  Liouville  ont  fait  un  si 
heureux  emploi.  On  sait  que  Lamé  a  démontré  le  premier  que  le 
système  des  coordonnées  elliptiques  est  le  seul  qui  se  compose  de 
trois  séries  de  systèmes  isothermes.  Le  système  que  nous  allons 
étudier  ne  possède  donc  pas  cette  propriété  ;  mais  il  se  rappro- 
che par  toutes  les  autres  du  système  des  coordonnées  elliptiques. 

Appelons  p  ,  p,  ,  o^  les  paramètres  des  trois  cyclides  homo- 
focales passant  en  un  point  de  l'espace.  Ces  paramètres  seront 
des  racines  de  l'équation 


y  (M 


=  0 


■{%-.p)(l-p^)(l-p^) 
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Si,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  on  appelle  M  le 
coefficient  de  /'  dans  l'équation  précédente,  on  aura  l'identité 

(36)  yM^_ 

Posons,  pour  abréger, 
(37)  ^(>)^(>__«,)...(i_^,j. 

Si  nous  décomposons  le  second  membre  en  fractions  ration- 
nelles, et  que  nous  égalions  les  coefficients  des  termes  sem- 
blables dans  les  deux  membres,  nous  obtiendrons 

Posons  encore. 


(39)  H.  =  |/(^^-^)(«;-P.)(^.-^) 

et  l'équation  (38)  pourra  s'écrire 

(40)  |=-l/M.H.. 

Ces  équations  donnent  bien  les  quantités  S, ,  ou  plutôt  leurs 
rapports;  mais  il  faut  en  déduire  les  coordonnées  ordinaires 
X  ,y  ,  zen  fonction  de  fj  ,p^  ,  p, . 

A  cet  effet,  nous  remarquerons  que  les  formules  (31) ,  (32) 
conduisent  aux  suivantes. 


(41) 


j  Tw-^""^  1^-='^  S#=- 


qui  donneront  x  ,y  ,  z  ,  quand  les  rapports  des  quantités  S.- 
seront  connus. 


14-2  SUR    UNE  CLASSE    RKMAU^H.ABLK 

On  en  déduit  ici 


(42) 


.=..|^ 
-^^î^ 


Là    H< 


9  ^  ^^  V  ^ 


La  dernière  de  ces  équations  fera  connaître  V\\ ,  et  les  autres 
détermineront  ensuite  a:; ,  ?/ ,  -  en  fonction  de  o  ,  o,  ,  p, . 
Notons  aussi  la  formule 


(43) 


2    Z    Ri 

t 


qui  donne  le  carré  de  la  distance  à  l'origine  des  coordonnées, 
et  qu'on  déduit  de  la  dernipre  des  équations  (41j. 

\près  avoir  trouvé  les  expressions  des  quantités  S,  et  des 
coordonnées  ordinaires  .t  ,  ?/ ,  :  en  fonction  de  p  ,  ,o,  ,  p, ,  nous 
allons  donner  la  formule  relative  à  la  distance  de  deux  points 
infiniment  voisins. 

Cette  formule,  calculée  par  les  procédés  connus,  est  la 
suivante, 


44«' 


{p  —  Pi)(p  —  F*) 


dp* 


{pi  — p)  (h— Pi) 


(44) 


fip) 

{p*—p)(^t~pJ 
fipù 


fip.) 


dp: 


On  voit  qu'elle  ne  diffère  de  l'équation  analogue  relative  aux 
coordonnées  elliptiques  que  par  le  degré  de  la  fonction  /(À)  et 
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par  la  présence  du  facteur  x^,  dont  nous  avons  déjà  donné  la 
valeur.  Les  formules  principales  étant  établies,  nous  pouvons 
passer  aux  applications. 

51. 

Applications  aux  cyclides  horaofocales. 

Les  surfaces  composant  le  système  s'obtiennent  en  donnant 
à  Tun  des  paramètres  une  valeur  constanie.  Les  cinq  valeurs 
remarquables  p  =  a,  donneront  les  cinq  sphères  orthogonale?. 
Pour  p  =  fl, ,  S, étant  nul,  d'après  les  formules  (40),  on  obtiendra 
tous  les  points  de  la  sphère  (S,) . 

Donnons  à  p, ,  par  exemple,  une  valeur  constante  a,  nous 
obtiendrons  une  cyclide  quelconque,  et  la  formule  (44-) 
deviendra 

(45)     ^J£^,,-j<h:k=^^ii^^n. 

—  ™  L     fip)  i^PÔ     J 

La  forme  même  de  cette  expression  de  ds*  nous  apprend  que 
les  cyclides  peuvent  être  divisées  en  carrés  infinimeni  petits  pur 
leurs  lignes  de  courbure.  En  d'autres  termes,  les  lignes  de  cour- 
bure forment  un  système  de  lignes  isothermes  orthogonales  (*). 
Il  suit  encore  de  la  forme  de  l'équation  précédente  qu'on 
saura  déterminer  les  lignes  de  longueur  nulle  tracées  sur  la 
cyclide.  Leur  équation  est 


{•)  M.  ô.  Bonnet  a  proposé  d'appeler  tous  les  syslènres  de  lignes  jouissant 
de  cette  propriété  des  systèmes  i$omélriqms.  \\  me  parait  préférable  de  leur 
conserver  le  num  de  lignes  isothermes.  J'ai  démontré,  dans  le  cours  que 
j'ai  eu  l'honneur  de  faire  en  18G6  comme  suppléant  de  M.  Bertrand  au 
Collège  de  France,  que,  si  l'on  étudie  la  distribution  de  la  chaleur  en  tous 
les  points  d'une  surface  iuliniment  mince,  supposée  partout  de  même 
épaisseur,  les  systèmes  de  lignes  précédents  sont  effectivement  des  systèmes 
isothermes. 


J44  suu  l;nf,  classk  rrmarqi'amlf, 

La  développable  focale,  enveloppe  du  système,  est  îe  lieu 
des  points  de  l'espace  pour  lesquels  deux  des  trois  paramètres 
p  ,  p,  ,  p,  deviennent  égaux.  Faisons,  par  exemple, 

p.  —  pi . 
La  formule  (44)  nous  donnera,  pour  tous  les  points  de  la 
développable  focale, 

(47)  „,  =  _«(^r^.)'.,.. 

La  forme  de  rfs*  est  bien  celle  qui  a  été  indiquée  dans  la 
Première  Partie  (art.  5). 

Cette  développable  coupe  chaque  cyclide  du  système  suivant 
16  droites  et  la  touche  suivant  une  ligne  de  courbure  excep- 
tionnelle. En  effet,  considérons  la  cyclide  ps==a.  Elle  aura 
avec  la  développable  enveloppe  deux  séries  distinctes  de  points 
communs  :  1°  ceux  qu'on  obtiendra  en  faisant  f'=pi  ;  S''  ceux 
qui  correspondent  à  la  valeur  de  p  (ou  de  pj 

Ces  derniers  points  sont  évidemment  sur  la  courbe  limite» 
ligne  de  courbure  singulière,  intersection  de  la  cyclide  avec  la 
surface  infiniment  voisine  du  système.  Quant  aux  premiers 
points,  je  dis  qu'ils  sont  sur  10  droites. 

En  effet  faisons  û  =  p, ,  p,  =  a  dans  les  formules  qui  don- 
nent H,  ;  ou  aura 


Les  cinq  quantités  H,  deviendront,  par  conséquent,  des  fonc- 
tions linéaires  de  o ,  et,  par  suite,  on  obtiendra,  pour  les 
coordonnées  ordinaires  x  ,  y  ,  z,  des  valeurs  de  la  forme 

K  +  pû 

X  =  ~ — ^ ,  etc. 

a'  +  p'  /■> 

Lorsque  js  variera  dans  ces  formules,  elles  donneront  tous 
les  points  d'une  ligne  droite.  Il  y  aura  16  droites  coirespon- 
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dantes  aux  différenles  combinaisons  des  signes  des  radicaux  H,. 
Ces  16  droites  sont  évidemment  les  enveloppes  des  lignes  de 
courbure. 

Cependant,  si  a  était  égale  à  une  des  quantités  a, ,  la  cyclide 
se  réduirait  à  la  sphère  (S.)  ;  un  des  radicaux  H,  serait  nul,  et 
on  ne  trouverait  plus  que  8  droites.  Ces  8  droites  sont  les 
enveloppes  des  courbes  cycliques  homofocales  suivant  lesquelles 
la  sphère  (S.)  est  coupée  par  les  surfaces  du  système. 

La  doveloppable  focale  coupe  donc  la  sphère  (S,)  :  l*'  suivant 
le  cercle  de  l'infini,  qui  est  une  ligne  octuple  de  la  déveioppa- 
ble  ;  2°  suivant  8  droites  ;  3"  suivant  la  focale  située  sur  (S.), 
qui  est  une  des  courbes  doubles  de  la  développable. 

Enfin,  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable  focale  est 
le  lieu  des  points  de  l'espace  pour  lesquels  les  trois  para- 
mètres p,  p, ,  p,  prennent  une  même  valeur  p.  On  aura  donc, 
pour  tous  les  points  de  cette  courbe, 


[~/r{aoJ=U\a,-p); 


et  si  entre  les  cinq  équations  que  comprend  cette  formule,  on 
élimine 

on  trouvera  trois  équations  de  la  forme 

et  convenant  à  tous  les  points  de  l'arête  de  rebroussement. 
Nous  voyons  d'ailleurs^  d'après  la  formule  qui  donne  ds\  que 
l'arc  élémentaire  de  cette  courbe  est  nul,  ce  qui  est  conforme 
aux  résultats  de  la  Première  Partie  (art.  5). 

On  pourrait  déduire  des  calculs  précédents  les  équations  de 
la  développée  sphérique  d'une  cyclique.  En  effet,  on  a  vu 
(art.  .5)  que   le   cône   ayant   pour  sommet,   le  centre  d'une 
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sphère  (S)  et  pour  base  la  cxirhe  de  rebroussement  (R)  d'une 
développable  foccile  (F)  coupr  la  sphère  (S)  suivant  la  déve- 
loppée sphériqup  de  riiitersection  de  (F)  et  de  (S) .  En  appliquant 
ce  résultat  à  char-une  des  sphères  dlfectrices,  on  aura  les 
développées  sphériques  des  cinq  focales. 

Bien  qiie  les  calculs  soient  des  plus  simples,  nous  nous 
dispenserons  de  les  développer. 


52. 


Application  des  formules  relatives  aux  cyclides  à  la  surface  générale 
da  3'  ordre,  et  à  la  surface  du  4*  ordre  à  conique  double. 

Les  formules  (42),  où  x  ,  ij  ,  i  représentent  les  coordonnées 
ordinaires  d'un  point,  peuvent  être  rendues  plus  symétriques 
par  rintpoduction  des  coordonnées  homogènes.  Posons 

_X  Y         ^2  i    . 


elles  deviendront 


L   R. 


U   R, 


L    R. 

1 

_  1  V  H. 

2Z<R. 


T 


Si  l'on  donne  à  p,  une  valeur  <iUeIconque,  on  obtient  des 
formules  du  type  suivant, 
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1  1 

1  s 


(49) 


i 
s 


qui  donnent  les  coordonnées  iioniogèncs  d'un  point  de  la 
cyclide  en  fonction  de  deux  paramètres  o  ,  o^ .  Les  coefficienU 
A.  ,  B,  ,  G,  ,  D.  ne  sont  pas  quelconques,  et  sont  liés  pur  de 
nombreuses  relations.  Mais,  si  Ton  effectue  sur  la  cyelide  îa 
transformation  homographique  la  plus  générale,  les  fonnuies 
précédentes  conserveront  leur  forme,  et  il  n'y  aura  plus  aucune 
relation  à  établir  entre  les  constantes  qui  y  figurent.  Donc 

Les  formules  (49)  déterminent  en  fonction  de  deux  paramètres 
les  coûrdormées  homoyènes  d'un  point  quelconque  d'une  surface 
générale  dd  5'  ordn  ou  d'une  surface  du  A-  ordre  à  conique 
double. 

Bien  que  Thomograplue  introduise  16  constantes,  et  que 
les  formules  primitives  en  contiennent  plus  de  4,  il  peut 
paraître  douteux  que  les  formules  (4-9)  ne  conviennent  pas  à 
une  surface  plus  générale  que  la  suifaco  du  4"  ordre  à  conique 
double.  La  démonstiatiou  directe  suivante  lève  toutes  les 
difficultés. 

Désignons  par  X,  le  radical  K(cff  —  f.)  {a.  —  p,  ) .  Les  cinq  radi- 
caux ainsi  obtenus  satisfont  évidemment  à  deux  équations  de 
la  forme 

5  5 

(50)  21A'X.^  =  0,      2^'-^-""-^' 
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Cela  posé,  introduisons  une  ineoiinue  auxiltaire  À.  de  la 
forine 

À— lE^X,  . 

De  cette  derrière  équation  et  nos  formaics  (49)  on  déduira, 
l^iour  les  quantités  X, ,  des  expressions  de  ia  forme 

où  P,  désigne  une  fonction  (inéaire  de  X  ,  Y  ,  Z  ,  T,  et  m,  une 
constante.  En  portant  ces  vrtleurs  dan^s  les  identités  (50),  on 
obtiendra  deux  équations  de  la  forme 

(52)  «,  -H  «,  y  4-  i*  -—  0  ,         V,-^  V,  À  +  A,  zrr  0 

OÙ  tt, ,  V, ,  M.  ,  u,  sont  des  fonctions  homogènes  du  second  et 
du  premier  degré  en  X  j  Y  ,  Z  ,  T .  ïl  reste  à  éliminer  À  entre 
ces  deux  équations,  ce  qui  conduit  évidemment  à  réquation 
d'une  surface  du  ¥  ordre  à  conique  double  ('). 

Revenons  aux  formules  (49;.  A  cause  des  doubles  signes  des 
radicaux,  à  chaque  système  de  valeurs  de  p,  p,  correspondent 
Î6  points  de  la  surface  dans  le  cas  de  la  cyclide.  Ces  lu  points 
forment  un  polyèdre  anallagmatique  par  rapport  aux  cinq 
sphères  directrices. 

Pour  faire  disparaître  Pambiguité  provenant  de  ces  doubles 
signes,  on  peut  adopter  le  moyen  suivant. 

Introduisons,  au  lieu  de  p  .p, .  les  variables  définies  par  les 
équatioii.s 

P  et  p,  seront  des  fonctions  ultraeliiptiques  de  m  ,  w, ,  et  l'on 
reconnaît  dans  chacun  des  radicaux  qui  figurent  dans  les 
formules  (49)  les  fonctions  A^  de  M.  Weierstrass.  Ces  fonc- 


','  Un  mode  semblable  de  dérr.onsiraiion,  appliqué  ;iu  cas  où  les  formules 
contiennent  n  radicaux  au  lieu  de  5.  montrerait  que  la  surface  correspon- 
dnnte  c.-t,  e»!  général,  de  l'ordre  î"-'. 
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tions  sont  aiiiformes  et  remplacent  les  sin  am  ,  cos  am  ,  l\,am 
de  îa  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Nous  allons  d'abord 
montrer  l'analogie  des  formules  ppécédentes  avec  celles  qui 
ont  été  trouvées  pour  les  courbes  du  3*  ordre  par  M.  Aronhold, 
et  qui  ont  permis  à  M.  Clebsch  d'établir  un  lien  entre  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  et  celle  des  courbes  du  3*  ordre. 

En  effet,  il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que,  si  dans  les 
formules  (49)  on  donne  à  p^  une  valeur  annulant  un  des  radi- 
caux, «5  par  exemple,  les  formules  qu'on  obtient  conviennent 
à  la  transformée  homographique  d'une  cyclique,  c'est-à-dire 
soit  à  une  courbe  plane  générale  du  4^  degré  à  deux  points 
doubles  ou  du  8®  degré,  soit  à  l'intersection  de  deux  quadri- 
ques.  Or  ces  formules  sont  de  la  forme 

I  * 

i 

4 


(53) 


1 

4 

z  r=  V  c,  K^^r=7 

t 

A 


On  peut  évidemment,  par  une  substitution  de  la  foiine 

rendre  rationnels  trois  des   radicaux,  et  ramener  les  for- 
mules (53)  à  la  forme 

X  =  A   4-B  A^  C  À^  f  D    y'à  , 
Y  =  A'  4-B'X-t-C'>.»  +  D'  Ka  , 

Z  r:r  A"  +  B'  >  +  C  À'  +  D'  l^ A   , 

T  ---^  A'4-B  A  i-C"A^-t  D"  yl  , 


(54 
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011  A  ù^^'ign€  un  polynôme  du  4*  degré  en  À,  et  qui  a  été 
employée  par  MM.  Arunhold  et  Clebsch  (^). 

Les  formules  (53)  et  (5/*)  sont  évidemment  équivalentes; 
mais,  sous  leur  première  forme,  ces  équations  ont  une  analo- 
gie maaifestc  avec  celles  que  nous  avons  données  pour  les 
eycliJes,  et  quo  nous  avons  étendues,  notamment  à  toute 
surface  du  3"  ordre.  On  doit  donc  penser  qu  il  y  a  entre  la 
lliéorie  des  fonctions  ultraelliptiques  et  celle  des  snrlaces  du 
3°  ordre  un  lien  tout  à  fait  semblable  à  celui  qui  existe  entre 
les  courbes  du  3^  degré  et  les  fonctions  elliptiques.  Dans  un 
autre  travail,  Fauteur  se  propose  de  développer  quelques 
résultats  qu'il  a  obtenus  dans  fétude  de  ces  relations. 

Enfin  nous  remarquerons  aussi  que  les  formules  (-iO)  met- 
tent en  évidence  10  droites  de  la  surface.  Si  Ton  y  fait  ;-^=p, , 
les  radicaux  deviennent  des  carrés  parfaits,  et  les  coordonnées 
deviennent  des  fonctions  linéaires  de  p,  qui  peuvent  prendre 
16  formes  différentes,  par  suite  des  doubles  signes  des 
radicaux.  Nous  démontrerons  d'ailleurs  que  les  cyclides  du 
4^  ordre  n'ont  pas  plus  de  16  riroites. 


'  Ctebsch  :  Ucbor  einen  ?alz  von  Steiner  und  eini^'e  Punktt;  der  Théorie 
•1er  Curvoi  driLler  Oidnung.  Journal  Je  boichardt,  t.  LXllf,  \)   m. 
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CmQUiÈME  PARTIE. 
Étude  géométrique  des  cyclides^ 

S3 

D«3  focales  singulières  et  des  sections  circulaires. 

Nous  nous  proposons  d  étudier  ici,  en  tenant  compte  pour 
plus  de  rapidité  de  quelques  résultats  déjà  établis,  les  pro- 
priétés géométriques  des  cyelldes.  Nous  déinoutrerons  les 
propositions  dues  à  MM.  Moutard,  Laguerre,  du  la  Gournerie, 
et  nous  ajouterons  quelques  propriétés  qui  nous  paraissent 
nouvelles. 

Nous  avons  vu  que  la  cyclide  peut  être  considérée  comme 
l'enveloppe  des  sphères,  ayant  leur  centre  sur  une  quadri- 
que  (A)  et  coupant  à  angle  droit  une  sphère  (S) .  Pour  avoir 
les  points  de  contact  de  l'une  des  sphères  variables,  de 
centre  M ,  avec  la  cyclide,  il  faut  (art.  42)  abaisser  du  centre 
de  (S)  une  perpendiculaire  sur  le  plan  tangent  eu  M  à  (A) . 
Cette  droite  coupe  la  sphère,  de  centre  M,  en  deux  points 
m  ,m\  qui  sont  les  deux  points  de  l'a  cyclide  correspondants 
au  point  M  .  Les  droites  m  M  ,  m'U  sont  donc  les  normales  de 
la  cyclide  en  m  ,  m'. 

Cette  détinition  des  cyclides  donne  immédiatement  leurs 
focalcL.  ordinaires,  mais  elle  fait  connaître  aussi,  comme  l'ont 
montre  MM.  Laguerre  et  de  la  Gournerie,  les  focales  singulières 
de  la  cyclide. 

Soit  en  ^ifet  m  un  point  de  la  cyclide  situé  sur  le  cercle  de 
l'infini,  et  soit  M  le  point  de  la  déférente  (A)  auquel  il  corres- 
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pond.  Le  plan  tangent  à  (A)  en  M  doit  être  perpendiculaire  à 
Om  ;  il  contiendra  donc  la  tangente  en  m  au  cercle  de  Tinfini. 

D'ailleurs,  ce  plan,  tangent  en  M  à  la  déférente,  sera  aussi 
tangent  en  m  à  la  cyclide,  puisqu'il  est  perpendiculaire  à  la 
droite  Mm  ,  qui  doit  être  normale  en  m  à  la  cyclide.  On  a  donc 
le  résultat  suivant  : 

Les  plans  tangents  à  la  cyclide  en  tous  les  points  du  cercle 
de  rinfini  sont  aussi  tangents  à  la  déférente.  En  d'autres 
termes,  les  focales  singulières  de  la  cyclide  sont  les  focales 
ordinaires  de  la  déférente.  Cela  explique  pourquoi,  dans  les 
cinq  modes  de  génération,  les  cinq  déférentes  ont  les  mêmes 
focales.  La  proposition  précédente  s'étend  d'ailleurs  à  toutes 
les  anallagmatiques. 

On  peut  rendre  compte  aussi  d'une  manière  très  simple, 
comme  l'a  fait  M.  Moutard,  de  l'existence  des  sections  circu- 
laires. En  effet,  toutes  les  sphères  orthogonales  à  (S)  et  ayant 
leurs  centres  sur  une  même  génératrice  rectiligne  de  (A) 
contiendront  toutes  un  même  cercle,  appartenant  à  la  cyclide. 
Ce  cercle  est  dans  un  plan  mené  par  le  pôle  0  perpendiculai- 
rement à  la  génératrice  rectiligne,  et,  comme  il  y  a  une 
deuxième  génératrice  perpendiculaire  à  ce  plan,  il  coupera  la 
cyclide  suivant  deux  cercles.  L'enveloppe  de  tous  les  plans 
tangents  doubles  d"une  même  série  est  un  cône  supplémentaire 
du  cône  asymptote  de  la  surface  (A). 

Des  relations  entre  hs  cinq  modes  de  génération  des  eyclides. 

Proposons-nous  le  problème  suivant  :  Etant  donné  un  des 
modes  de  génération,  c'est-à-dire  une  surface  (A)  et  la 
sphère  (S)  correspondante,  déterminer  les  autres  surfaces 
déférentes  et  les  sphères  directrices  qui  leur  sont  associées. 

Nous  remarquerons  d'abord  que,  si  Ton  construit  la  déve- 
loppable  |(A)(S^  ,  la  courbe  de  contact  de  cette  développable 
et  de  la  sphère  appartient  évidemment  à  la  cyclide,  et  celle-ci 
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coupe  normalement  la  sphère  en  tous  les  points  de  cette 
courbe.  La  développable  précédente  a  pour  lignes  de  striction 
quatre  coniques  (K,)  ,  (K,)  ,  (K,) ,  (K^) ,  qui  sont  dans  les  faces 
du  tétraèdre  conjugué  commun  à  (A)  et  à  (S). 

Soit  (K.)  l'une  do  ces  coniques,  et  a  un  de  ses  points.  Deux 
génératrices  de  la  développable  viennent  passer  en  a ,  savoir, 
at.at',  tangentes  en  <  et  f  à  la  sphère  <^S) .  La  sphère  de 
centre  a  et  de  rayon  at-.=  at'  sera  donc  normale  en  l  ,t'  à  la 
sphère  (S),  et  tangente  à  la  cyclide  en  ces  deux  points. 

Il  suit  de  là  que  toutes  les  sphères  décrites  des  différents 
points  de  (K.)  comme  (.entres  et  orthogonales  à  (S)  seront  des 
sphères  doublement  tangentes  à  la  cyclide,  et,  comme  elles 
forment  une  suite  continue,  elles  feront  partie  d'une  des  séries 
inconnues  de  sphères  doublement  tangentes.  Donc,  il  y  aura 
quatre  surfaces  (A,)  homofocales  à  (A)  et  contenant  chacune  une 
des  coniques  de  striction  (K.)  de  la  développa bl«^  |  (A)  (S)  |  . 
Ces  quatre  surfaces  sont  les  déférentes  cherchées. 

11  reste  à  déterminer  la  sphère  directrice  correspondante  a 
chaque  surface.  Or,  les  sphères,  ayant  leur  centre  sur  la 
conique  (K.) ,  et  coupant  (S)  à  angle  droit,  coupent  aussi  à 
angle  droit  la  sphère  (S,) .  décrite  du  pôle  de  ce  plan  comme 
centre  et  orthogonale  à  (Sj . 

Cette  sphère  est  la  seule  qui  soit  en  même  temps  orthogo- 
nale à  (S)  et  aux  sphères  ayant  leur  centre  sur  (K.) .  C'est  donc 
la  sphère  directrice.  Ainsi 

Les  quatre  sphères  directrices  (S,)  ont  pour  centres  les  sommets 
du  tétraèdre  conjugué  aux  deux  surfaces  (A) ,  (S) .  La  sphère  cor- 
respondanle  à  la  conique  (K.j  a  son  centre  im  pôle  du  plan  de  (K,). 

On  peut  encore  déterminer  les  sphères  de  la  manière 
suivante  : 

Soit  (A,)  la  surlace  passant  par  (K.) ,  et  (S,)  la  sphère  corres- 
pondante. Le  plan  radical  de  (S)  et  de  (S,)  est  le  plan  de  ia 
conique  (K.) .  On  voit  que  ce  plan  coupe  (A,)  suivant  une 
conique  (K.),  telle  que  les  trois  surfaces 

(K.) ,  (A;  ,  (S. 
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soient  inscrites  daiië  une  même  dëveloppablo.  De  même,  eu 
égard  à  la  syniétne  des  deux  modes  de  génération,  il  ctai- 
pera  (A)  suivant  u/ie  conique  (H) ,  UWt.  que  les  trois  surfaces 

CHl .  (A,) ,  (5,) 

soient  inscrites  dans  uno  même  développable. 

Il  ^uW  de  la  'jii'i]  y  aura  une  splu-Te  inscrite  dans  la  déve- 
ioppûble  \{K)  {\i}\  ,  et  celfe  spliére  sera  (S<) ,  qu'il  s'agis'?ait 
de  déterminer. 

t.es  belles  reiatjons  siont  dues  à  M.  Loguerre  (') ,  qui  les  a 
données  sans  dAmonstration. 


Clâ&iiûcation  hs  cyclides. 

La  classification  des  cyclides  s'effectue  .sans  difficulté, 
d'après  la  nature  des  locales  ordinaires  et  sm^ilières. 

1°  Si  la  surface  déférente  est  une  sphère,  on  a  la  surface  de 
révolution  engendrée  par  les.  ovales  de  Descartes  tournant 
autour  de  leur  axe  focal.  Le  cercle  de  Tmlini  est  cercle  de 
rebroussejuent, 

^y  Si  la  surface  déférente  est  dépourvue  de  centre,  une  des 
focales  singulières  e.-t  rejetée  à  l'infini.  Nous  verrons  que, 
dans  ce  cas,  la  cyclide  est  du  3*  degré. 

3  Si  la  déférente  est  de  révolution,  la  focale  ordinaire  est 
doublement  tangente  au  cercle  de  l'intinj.  Nous  l'avons  appelée 
carLcsienne;  nous  conserverons  le  même  nom  à  la  cyclide. 

4°  Si  la  déférente  est  tangente  à  la  sphère  directrice,  ou  si 
cette  sphère  se  réduit  à  un  point  (nous  verrons  que  ces  deux 
cas  se  confondent),  la  focale  ordinaire  a  un  point  double,  qui 


(')  Sur  iiuelqiics  propiitHés  des  surfaces  anallagmatijues   Bullelin  de  la 
iioa'été  Phihmalhique,  1863. 
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est  an  point  conique  de  la  cyclique.  Celle-ci  est  une  podaii^ 
ou  réciproque  de  cette  quadrique. 

5*  Si  la  déférente  est  doublement  tangente  à  la  sphère,  la 
cyclide  est,  en  général,  la  réciproque  d'un  cône  et  a  deux  points 
doubles. 

0"  Si  le  cône  du  second  degré  est  de  révolution,  la  cyclide 
réciproque  a  généralement  quatre  points  doubles.  C'est  la 
cyclide  à  lignes  de  courbure  circulaires  de  M.  Dupin. 

Telles  sont  les  divisions  principales.  Les  trois  premières  sont 
établies  d'après  la  nature  des  focales  singulières,  les  dernières 
d'après  celle  dos  focales  ordinaires.  Nous  allons  rapidement 
passer  en  revue  ces  différentes  classes. 

Quand  la  déférente  (A)  est  une  sphère,  la  cyclide  est  de 
révolution;  elle  est  engendrée  par  les  ovales  de  Descartes 
tournant  autour  de  leur  axe  focal.  Tout  plan  la  coupe  suivant 
des  ovales  de  Descartes ,  toute  sphère  suivant  une  carté- 
sienne. 

Les  sphères  inscrites  dans  la  surface  couperont  toute  sphère 
sécante  suivant  des  cercles  doublement  tangents  à  la  section  (^). 

se. 

De  la  cyclide  du  3®  degré. 

Si  la  surface  du  second  degré  est  dépourvue  de  centre,  les 
résultats  que  nous  avons  établis  subissent  quelques  modifica- 
tions, que  nous  allons  étudier.  D'abord,  la  cyclide  est  seule- 
ment du  3®  degré. 

En  effet,  prenons  une  des  deux  séries  de  plans  parallèles 
coupant  la  déférente  suivant  une  seule  droite.  A  chacune  de 
ces  droites  correspond  un  cercle  situé  dans  un  plan  perpendi- 


(')  On  pourra  consulter  un  arlicle  de  l'auteur  { Nouvdles  Annales  de 
Mathématique!:,  1864),  où  se  trouvent  quelque?  Ihéoronies  relatifs  à  celte 
surface. 
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culaire  à  la  droite,  et  les  pians  de  tous  ces  cercles  se  coupent 
suivant  une  droite  d  ,  perpendiculaire  à  la  série  de  plans 
parallèles  coupant  la  déférente  suivant  une  seule  génératrice. 
La  droite  ô  ,  contenant  une  infinité  de  points  de  la  cyclide, 
fera  partie  de  la  surface.  La  cyclide  passe  donc  par  le  pôle,  et 
contient  deux  droites  (>,<?',  perpendiculaires  aux  plans  direc- 
teurs de  la  déférente.  Le  plan  de  ces  deux  droites  coupe  la 
cyclide  suivant  une  troisième  droite  rejetée  à  linfini,  et  tous 
les  plans  passant  par  Tune  ou  l'autre  des  droites  d  ,è'  cou- 
pent la  surface  suivant  un  cercle.  La  cyclide  est  donc  du 
:¥  degré,  et  nous  pouvons  énoncer,  sans  insister  davantage, 
Ifs  propositions  suivantes  : 

Quand  la  cyclide  est  du  S'  degré,  elle  contient  une  droite  dans 
le  plan  de  Vïnfini,  on  mène  les  cinq  plans  tangents  triples  qui 
passent  par  cette  droite;  tes  points  de  contact  de  ces  plans  tangents 
sont  les  cinq  pôles  de  la  surface.  En  chacun  de  ces  pôles  se  croi- 
sent deux  droites  de  la  surface,  en  tout  iO  droites,  par  lesquelles 
passent  tons  les  plans  coupant  la  cyclide  suivant  des  cercles, 

La  cyclide  contiendra  en  outre  une  série  de  sections  coni- 
ques situées  dans  des  plans  parallèles,  qui  contiennent  la  droite 
à  l'infini  sur  la  surface. 

On  sait  que  toute  surface  du  3*  degré  a  27  droites.  Nous 
trouvons  les  16  qui  nous  manquent,  et  qui  appartiennent  à 
toute  cyclide,  même  du  4®  ordre. 

Des  podairés  ou  réciproques  de  quadriques. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  la  déférente  (A)  est  tan- 
gente à  la  sphère  (S) .  Le  tétraèdre  conjugué  commun  a  deux 
sommets  réunis  au  point  de  contact  des  deux  surfaces.  Les 
deux  sphères  directrices  correspondantes  se  réduisent  à  un 
point;  leur  centre  ommun  est  le  peint  de  contact  de  (Â)  et 
de  (S) .  Ainsi,  une  des  sphères  directrices  se  réduit  à  un  point  0 . 
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Soit  (A,)  la  déférente  associée  à  ce  point-sphère.  La  cycUde 
sera  l'enveloppe  des  sphères  ayant  leur  centre  sur  (A,)  et 
passant  par  le  point  0  .  Elle  sera  donc  le  lieu  des  symétriques 
du  point  0  par  rapport  aux  plans  tangents  de  (A,).  Le  lieu  ainsi 
formé  est  évidemment  homothétique  à  la  podaire  de  (A,)  par 
rapport  au  point  0 .  Donc 

La  cyclide  est  une  podaire  de  quadrique. 

On  sait  d'ailleurs  que  les  podaires  de  quadriques  sont  aussi 
les  transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'autres 
quadriques. 

Appliquons  notre  règle  générale  pour  obtenir  les  différents 
modes  de  génération.  

Les  quatre  lignes  doubles  de  la  développable  \  (A,)  (S)]  devien- 
nent ici  :  1°  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  (A,)  et 
de  sommet  0  ;  2»  les  trois  couples  de  focales  de  ce  cône.  Les 
cinq  modes  de  génération  seront  formés  : 

1°,  2°  Avec  (A,)  et  le  point-sphère  0,  ce  mode  comptant 
pour  2  ; 

3*,  4*,  5»  Avec  chacune  des  trois  surfaces  homofocales  à  (A  J 
passant  par  0  ;  les  sphères  directrices  seront  tangentes  en  0  à 
la  déférente  qui  leur  est  associée,  et  auront  leur  centre  dans 
le  plan  [olaire  de  0  par  rapport  ;\  (A,) . 

Analytiqueinent  le  cas  actuc)  corr.^spond  à  une  racine  double 
de  l'équation  en  1  de  l'article  A"^. 

Si  la  quadrique  (A)  se  réduit  à  ur:e  conique  infiniment 
aplatie,  située  dans  un  plan  (P) ,  alors  les  sphères  ayant  leurs 
centres  sur  cette  conique  passeront  par  deux  points  fixes 
symétriques  par  rapport  au  plan  de  la  conique,  et  seront  tan- 
gentes à  la  cyclide  en  tous  les  points  d'un  cercle.  L'hypothèse 
que  nous  examinons  est  évidemment  la  seule  dans  laquelle 
les  sphères  soient  inscrites  à  la  cyclide  suivant  un  cercle.  Car 
le  lieu  des  centres  d'une  telle  suite  de  sphères  doit  être  une 
courbe,  et  par  conséquent  une  conique.  Et  d'ailleurs,  si  elles 
coupent  à  angle  droit  une  sphère  quelconque  (S),  elles  coupent 
aussi  à  angle  droit  toutes  le.-  sphères  passant  par  Flntersection 
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de  i^S)  et  du  plan  dps  centres,  r  est-.Vdiif  qu'elles  contiennent 
toujours  deux  points  réel;»  ou  imaginaires.  Ces  deux  points 
sont  des  points  coniques  de  la  cyclidf^.  En  transformant  la 
cyclide  par  rayons  vecteurs  réciproques  ei  ntettant  le  pôle  en 
un  de  ces  deux  points,  on  auca  une  (juadrique  à  point  double, 
c'est-à-dire  un  cône  général  du  secîjnd  degré.  Donc 

Les  cyclides  à  deux  points  doubles  sont  les  réciproques  des 
canes  du  second  degré. 

Remarquons  toutefois  que  ia  transformation  par  laquelle 
on  déduit  le  cône  de  la  cycIide  n'est  pas  nécessairement 
réelle. 

Soit  (A)  la  conique  déléiente.  <>  le  point  commun  à  toutes 
les  sphères,  et  0,  le  symétrique  de  0  par  rapport  au  plan 
de  (A) ,  Les  trois  nouvelles  délerentes  seront  les  surfaces 
ayant  (A)  pour  focale,  et  passant  en  0  ,0, .  Les  sphères  direc- 
trices seront  taiigenles  en  0,0,  à  in  déférente  qui  leur  est 
associée,  et  auront  leur  centre  dans  le  plan  de  (A);  elles  cou- 
peront par  conséquent  leur  déférente  suivant  deux  cercles. 
Ainsi  les  focales  de  la  cyclide  seront  les  six  cercles  ayant  leurs 
centres  dans  le  plan  de  (A)  et  appartenant  aux  trois  surfaces 
homofocak'S  qui  passent  en  0,0,.  Ce  fait  donne  lieu  à  la 
remarqu'^  tuivaute. 

La  cyclide  étant  la  réciproque  d'un  cône,  les  focales  de  la 
cyclide  sont  les  transformées  des  C  droites  focales  du  cône. 
Co  sont  par  conséquent  des  cercles;  mais,  comme  les  focales 
du  cône  sont  situées  trois  à  trois  dans  (juatre  plans  tangents 
au  cercle  de  rinllui,  nous  voyons  que  les  six  cercles  focaux  de 
la  cyclide  sont  trois  à  trois  sur  quatre  sphères  de  rayon  nul. 
En  rapprochant  ce  résultat  du  précédent,  nous  obtenons  la 
proposition  qui  suit  : 

Les  six  cercles  de  trois  quadriques  homofocales  qui  passent 
par  un  point  commun  et  qui  ont  leurs  centres  dans  le  même 
plan  principal  sont  situés  trois  a  trois  sur  quatre  sphères  de 
rayon  nul.  Ces  quatre  sphères  sont  des  points  de  la  focale 
située  dans  le  plan  principal  considéré. 
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Il  est  à  remarquer  que  les  tangentes  à  la  cyclide  en  un  des 
points  coniques  0  , 0,  forment  un  cône  supplémentaire  du 
cône  de  môme  sommet,  ayant  !a  conique  déférente  (A;  pour 
hase.  Ce  dernier  cône  est  donc  supplémentaire  du  cône  réci- 
proque de  la  cyclide  à  deux  points  doubles  (*). 

58. 

De  la  cyclide  de  M.  Dupin,  ou  cyclide  à  quatre  points  coniques. 

Parmi  les  réciproques  de  cônes  du  second  degré  se  trouvent 
le  tore  et  la  cyclide  de  M.  Dupin,  qui  sont  les  réciproques  des 
cônes  de  révolution  du  second  degré.  Ceci  nous  conduit  à 
préciser  les  conditions  dans  lesquelles  on  obtiendra  la  cyclide 
de  M.  Dupin. 

Supposons  qu'on  prenne  une  conique  déférente  quelcon- 
que (A) ,  mais  que  la  sphère  directrice  (S)  soit  tangente  en 


")  Dans  la  classe  que  nous  éludions,  et  qui  est  caractérisée  par  cette 
propriété,  que  la  déférente  et  la  sphèr»^  directrice  soient  fioublement  tan- 
gentes, il  tixibie  une  espèce  remarquable  de  cyclides  que,  dans  celte  étude 
générale,  nous  laissons  de  côté.  Ce  ;ont  les  cyclides  de  révolution  qui  peu- 
vent être  considérées  cdnime  ayant  pour  déférente  une  surface  de  révolution, 
et  pour  sphère  directrice  une  quelconque  des  sphères  coupant  suivant  deux 
cercles  parallèles  cette  surface  de  révolution.  La  directrice  et  la  ûéférenie 
sont  bien  doublement  tangentes,  mais  en  deux  points  sur  le  cercle  de 
l'inflni.  Quand  les  cyclides  à  deux  points  doubles  considérées  dans  le  texte 
ont  ces  deux  points  doubles  imaginaires,  le  cercle  lieu  des  poinis  à  distance 
nulle  des  deux  poinis  doubles  est  réel,  et  en  mettant  le  pôle  de  transfor- 
mation eu  un  poiiiL  quelconque  de  ce  cercle,  la  cyclide  se  transforme  en 
une  cyclide  de  révolution. 

Toutes  les  cyclides  réciproques  de  cônes  ou  de  cyclides  de  révolution 
sont  définies  par  une  équation  de  la  forme 

ft  /   ;-  a'  i'  -f  a'  f  =:  0  , 

entre  les  tangentes  menées  à  trois  quelconques  des  sphères  inscrites. 
Quatre  de  ces  sphères  se  réduisent  à  des  points  réels  ou  imaginaires,  qui 
sont  sur  le  cercle  déjà  considéré,  lieu  des  points  à  distance  nulle  des  deux 
points  double.^!. 
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deux  points  a  ,  a'  à  la  conique  (A) .  Les  deux  points-sphères 
0  ,  0,  de  Tarticle  précédent  étant  doublement  tangents  en  a  ,  a' 
à  (A),  seront  des  points  de  la  focale  (A,)  de  (A);  le  cône  de 
sommet  0  et  de  base  (A)  sera  de  révolution,  et  par  suite, 
d'après  les  résultats  de  l'article  précédent,  la  cyclide  sera  une 
réciproque  de  cône  de  révolution. 

boite,  la  cyclide  de  M.  Dupin  est  fenceloppe  des  sphères  dont 
tes  centres  décrivent  une  conique  quelconque  (A)  et  qui  passent 
par  un  point  de  la  focale  (A,)  de  cette  conique,  ou,  plus  généra- 
lement, qui  sont  orthogonales  à  une  sphère  quelconque  doublement 
tangente  à  (A). 

Cette  cyclide  a  évidemment  quatre  points  doubles  0,0,, 
a  ,  a',  dont  deux  au  moins  sont  imaginaires,  mais  qui  peuvent 
l'être  tous  :  0  , 0,  et  a  ,  a'  sont  alors  deux  à  deux  imaginaires 
conjugués.  Le  eùne  de  sommet  0  et  de  base  (A)  étant  de 
révolution,  la  cyclide  sera  la  réciproque  d'un  cône  de  révolu- 
tion; mais  la  transformation  ne  pourra  pas  toujours  se  faire 
d'une  manière  réelle.  Voyous  ce  que  deviennent  ici  les  cinq 
modes  de  génération  de  toute  cyclide.  On  a 

1°,  2°  Conique  déférente  (A) ,  sphère  directrice  réduite  à  un 
point  0  ou  0, ,  ou  toute  sphère  tangente  en  a ,  a'  à  (A) .  Ce 
mode  compte  pour  deux; 

3°,  4**  (A,)  Conique  focale  de  (A)  déférente,  sphère  directrice 
réduite  à  un  point  a  ou  a',  ou  toute  sphère  tangente  en  0  , 0, 
à  (A,) .  Ce  mode  compte  aussi  pour  deux; 

5°  Déférente,  la  quadrique  ayant  (A)  et  (A,)  pour  focale,  et 
passant  en  0  ,  0» ,  a  ,  a' ,  qui  sont  des  ombilics  de  cette  surface; 
sphère  directrice,  la  sphère  tangente  en  0  , 0, ,  a  ,  o'  à  cette 
qnadrique  et  la  coupant  suivant  les^ droites  Oa ,  Oa',  0,a  ,  0,a'. 

Ainsi,  la  cyclide  de  M.  Dupin,  ou  cyclide  à  quatre  points 
doubles,  admet  deux  séries  de  sphères  inscrites  dont  les  cen- 
tres décrivent  deux  coniques  focales  Tune  de  l'autre;  elle  a 
quatre  points  doubles,  situés  par  couples  sur  ces  deux  focales 
0  ,  0  et  a  ,  a'  et  contient  les  quatre  droites  de  longueur  nulle 
qui  joignent  0  , 0,  à  a  ,  a'. 
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De  plus,  elle  admet  une  série  de  sphères  doublenuint  tan- 
gentes, dont  les  centres  décrivent  une  quadrique  quelconque,- 
et  qui  sont  orthogonales  à  une  sphère  fixe.  Cette  sphère  est 
tangente  à  la  quadrique  en  deux  de  ses  ombilics,  et  par  consé- 
quent la  coupe  suivant  quatre  droites  qui  forment  un  quadri- 
latère dont  les  sommets  sont  les  quatre  points  doubles  de  la 
eyciide. 

Nous  avons  vu  que  la  cyclide  est  la  réciproque  d'un  cône, 
et  cette  propriété  rend,  pour  ainsi  dire,  évidentes  toutes  les 
propositions  relatives  à  cette  surfac-e.  Mais  on  peut  aussi,  comme 
Fa  fait  M.  Mannheim  ('),  considérer  la  cyclide  comme  la  trans- 
formée d'un  tore.  Nous  savons  qu'un  au  moins  des  couples 
0  ,  0,  et  a  ,  a'  de  points  coniques  de  la  cyclide  est  imaginaire. 
Si  a  et  a'  par  exemple  sont  imaginaires,  le  cercle  lieu  des 
points  à  distance  nulle  de  a  ,  a'  sera  réel.  En  prenant  le  pôle 
en  un  point  de  ce  cercle,  la  transformée  de  la  cyclide  sera  un 
tore,  car  les  cercles  qui  passaient  en  a  ,  a'  auront  après  la 
transformation  leurs  plans  parallèles.  Donc, 

Pour  transformer  la  cyclide  en  un  tore,  i[  faut  placer  le  pôle 
de  trîjnsformation  sur  un  des  deux  cercles  lieux  des  points  à 
distance  nulle  soit  de  0  et  de  0, ,  soit  de  a  et  de  a' ,  Ces  deux 
cercles  peuvent  être  réels  tojis  les  deux  (quand  les  quatre  points 
doubles  sont  imaginaires).  Il  y  en  aura  toujours  au  moins  un 
qui  sera  réel. 

Ainsi,  on  peut  toujours  déduire  la  cyclide  du  tore  par  une 
transformation  réelle. 

Nous  n'étudierons  pas  la  cyclide  d'une  manière  plus  détaillée, 
et  nous  indiquerons  seulement  la  proposition  suivante  : 
Il  y  a  une  cyclide  à  trois  plans  de  symétrie. 
Étant  donné  un  cône  de  révolution,  transformons-le  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  et  prenons  le  pôle  0  de  transfor- 
mation dans  le  plan   principal  perpendiculaire  à   l'axe.   La 

(«)  Màmkheim  :  Application  de  la  transformation  par  rayons  vecteur!»  réci- 
proque» à  l'étude  de  la  surface  enveloppe  d'une  sphère  tangente  à  trois 
surfaces  données.  [Nouvelles  Annales  ds  Malhémaliques,  1800,  p.  67.) 

11 
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cyclide  réciproque  aury  Irois  pians  »ie  symétrie  :  1"  le  plan 
principal  contenant  le  pôle  0;  2°  le  plan  passant  par  ce  pù!e 
et  par  l'axe  de  révolution;  3^  le  plan  récipi'Oijue  de  la  sphère 
concentrique  au  cône  et  pas>sani  en  0  . 

L'équation  de  cette  cyclide  serait  de  la  forme 

Nous  venons  d'énuraérer  dans  cet  article  et  dans  le  précé- 
dent les  surfaces  dans  lesquelles  on  peut  inscrire  des  sphères. 
On  peut  être  surpris  de  ne  pas  voir  figurer  parmi  ces  surfaces 
les  réciproques  des  surfaces  de  révulution.  Cela  tient  5  un  fait 
général  : 

Toule  surface  réciproque  d'itna  surfoc^.  de  revolulion  est  aussi 
une  réciproque  de  cône. 

En  effet,  toutes  les  sphères  inscrites  dans  une  surface  de 
révolution  ont  leurs  centres  en  ligne  droite,  et  coupent  à 
angles  droits  tous  les  plans  passant  par  Taxe.  On  voit  donc  que 
les  sphères  réciproques  couperont  à  angles  droits  toutes  les 
sphères  passant  par  uri  cercle;  en  particulier,  elles  contien- 
dront les  deux  sphères  de  rayon  nul  pas^^mt  par  ce  cercle. 
Ainsi,  la  surface  réciproque  sera  l'enveioppe  d'une  s'uite  de 
sphères  passant  par  deux  points  fixes  (imaginaii-es),  et,  en 
plaçant  le  pôle  de  t'^ansformatioîi  en  un  de  ces  points  tixes, 
elle  30  transfoi'niera  en  \\n  cône  ('). 

D-;s  cyclides  ayant  pour  déférentes  les  surfaces  inscrites  dans  la  spîière. 

Enfin,  si  la  déférente  était  un  cône,  la  cyclide  se  réduirait  à 
la  sphère  ayant  pour  centri'  le  sommet  du  cùne,  et  orthogonsle 
à  la  sphère  directrice;  ou  plutôt,  elle  se  réduirait  à  une  poKion 
de  cette  sphère. 

(')  Les  réciproques  de  surfaces  rie  révolution  du  second  degré  présen- 
tent une  propriété  remarquable;  elles  ont  trois  points  doubles  dont  deux 
sont  imaginaires. 
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Si  la  déférente  est  une  surfuco  de  révolution  inscrite  dans  la 
sphère,  la  ligne  de  cou  tact  de  cette  quadrique  est  une  ligne 
double  de  la  cyclido,  qui  se  décompose  par  conséquent  en  deux 
sphères  se  coupant  suivant  cette  ligne  double,  réciproques 
l'une  deTautre  par  rapport  à  la  sphère  directrice.  Ces  sphères 
auront  pour  centres  les  deux  foyers  de  la  surface  de  révo- 
lution. 

L'étude  de  ce  cas  simple  nous  sera  très  utile  dans  la  suite; 
mais  nous  pouvons  dès  à  présont  reconnaître  que  les  remar- 
ques précédentes  sont  d'une  grande  importance  dans  la  théorie 
des  surfaces  inscrites  à  une  même  quadrique,  théorie  qui  a  été 
l'objet  de  beaux  travaux  de  plusieurs  géomètres,  et  notam- 
ment de  MM.  Cayley  et  Casey. 

On  voit,  en  effet,  qu'à  une  série  de  surfaces  inscrites  à  une 
quadrique  (qu'on  peut  supposer  être  la  sphère  (S))  correspon- 
dent des  anallagmatiques  formées  de  deux  sphères  réciproques 
Tune  de  l'autre  par  rapport  à  la  sphère  (S) . 

La  théorie  des  surfaces  inscriles  dans  une  quadrique  est  ainsi 
ramenée  à  celle  d'un  système  de  sphères,  c  esl-à-dire  de  quadriques 
conlenanl  une  courbe  fixe. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples. 

Supposons  que  Ton  propose  de  construire  une  surface  inscrite 
à  (S)  et  tangente  à  quatre  plans.  Les  deux  sphères  correspon- 
dantes a  cette  surface  devront  passer  chacune  par  4  des  8  points 
correspondants  aux  4  plans,  ce  qui  donnera  8  solutions.  Chaque 
groupe  de  deux  sphères  étant  connu,  on  en  déduira  la  défé- 
rente qui  aura  pour  foyers  les  centres  des  deux  sphères,  et  qui 
contiendra  leur  cercle  d'intersection.  Elle  sera  ainsi  complète- 
ment déterminée. 

Étant  données  quatre  sphères,  on  sait  que^  si  par  les  inter- 
sections de  ces  sphères  prises  deux  h  deux,  on  fait  passer 
d'autres  sphères,  orthogonales  à  une  sphère  fixe  (S) ,  ces  six 
sphères  se  coupent  en  deux  points.  Donc, 

Étant  données  quatre  surfaces  inscrites  à  une  quadrique, 
les  12  sommets  des  cônes  circonscrits  à  deux  de  ces  surfaces 
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sont  6  à  6  dans  8  plans.  C'et-t  la  généralisation  d'un  théorème 
connu  pour  les  sections  coniques. 

Enfin,  le  problème  suivant  : 

€  Construire  une  quadrique  inscrite  à  (S)  et  tangente  k  quatre 
autres  quadriques  inscrites  à  (S) ,  » 
se  ramène  à  celui-ci  : 

Construire  une  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données. 

On  pourrait  multipliep  les  exemples;  mais  nous  préférons 
faire  remarquer  que  le  mode  de  transformation  indiqué  ici 
supplée  à  une  lacune  que  présente  la  géométrie  de  l'espace 
par  rapport  à  la  géométrie  plane. 

En  effet,  dans  le  plan,  on  peut  raisonner  de  la  manière 
suivante  : 

Soient  les  sections  planes  d'une  sphère  ;  si  on  les  projette 
d'un  point  de  la  sphère  sur  le  plan,  elles  deviennent  des  cer- 
cles ;  si  on  les  projette  d'un  point  extérieur  à  la  sphère,  elles 
se  transforment  en  des  coniques  doublement  tangentes  à  un 
cercle.  On  voit  donc,  dans  le  plan,  que  la  théorie  des  courbes 
inscrites  à  une  conique  et  celle  des  courbes  passant  par  deux 
points  sont  identiques  Tune  à  l'autre,  et  constituent,  s'il  est 
permis  de  le  dire,  une  seule  théorie  vue  sous  deux  aspects 
différents,  celle  des  sections  planes  d'une  quadrique. 

Comme  on  n'a  pas  d'espace  à  quatre  dimensions,  les  méthodes 
de  projection  ne  s'étendent  pas  à  la  géométrie  de  l'espace; 
mais  les  remarques  et  les  méthodes  qui  précèdent  ont  l'avan- 
tage de  suppléer,  d'une  manière  claire,  à  celles  qui  nous  font 
ici  défaut. 

60. 

Des  sec  lions  planes  et  sphériques  des  eyclides. 

Cherchons  d'abord  les  droites  qui  sont  placées  sur  la 
cyclide,  et  qui  rencontrent  le  cercle  de  l'infini.  Soit  $  l'une  de 
ces  droites.  Elle  sera  nécessairement  tangente  â  chacun  des 
cinq  cônes  doublement  tangents  à  la  cyclide,  et  Ton  pourra 
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par  conséquent  mener  un  plan  tangent  à  ce  cône  par  îa 
droite  S . 

Ce  plan  tangent,  qui  doit  couper  la  surface  suivant  deux 
cercles,  devra  contenir  une  droite  5'  qui,  associée  à  §,  puisse 
former  un  cercle  de  rayon  nul.  Nous  aurons  donc  louies  les 
droites  de  la  cyclide,  en  examinant,  dans  une  quelconque  des 
cinq  séries  doubles  de  cercles,  quels  sont  ceux  de  ces  cercles 
qui  se  décomposent  en  deux  droites. 

Les  centres  de  ces  cercles  doivent  évidemment  appartenir  à 
la  fois  à  la  cyclide  et  à  sa  focale.  Chaque  cyclide  est  coupée 
en  8  points  par  une  de  ses  focales,  et  par  ces  8  points  passent 
16  droites  qui  appartiennent  à  la  cyclide. 

Ces  16  droites  forment  8  cercles  de  rayon  nul,  dérivés  des 
génératrices  de  la  déférente  qui  sont  tangentes  à  la  sphère 
directrice. 

Dans  un  Mémoire  déjà  cité,  M.  Clebsch  a  étudié  les  disposi- 
tions relatives  de  ces  16  droites;  mais  nous  voyons  ici  que 
cette  étude  se  ramène  à  celle  d'un  problème  connu.  Si,  en 
effet,  on  transforme  la  cyclide  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
en  mettant  le  pôle  de  transformation  sur  la  surface,  elle  se 
transforme  en  une  cyclide  du  3*  degré.  Les  droites  qui  rencon- 
trent le  cercle  de  l'infini  se  transforment  en  de  nouvelles 
droites  rencontrant  le  même  cercle.  Donc 

La  disposilion  des  46  droites  dune  cyclide  est  la  même  que 
celles  des  droites  d'une  surface  du  3^  degré  qui  rencontrent  une 
conique  de  celte  surface  (*). 

Quant  aux  11  autres  droites  de  la  cyclide  cubique,  trans- 
formée de  la  cyclide  générale,  nous  les  avons  déjà  étudiées. 
L'une  est  à  l'infini  dans  le  plan  tangent  à  la  première  cyclide 
au  pôle.  Les  10  autres  sont  les  réciproques  des  10  cercles  qui 
passent  au  pôle. 


I*)  Depuis  !a  présentation  de  ce  Mémoire  à  l'Académie  en  t869,  M.  Gei- 
ser,  de  Zurich,  naturelletnent  Bans  connaître  notre  travail,  a  développé  la 
noème  méthode  dans  un  Mémoire  inséré  au  Journal  de  Borchardt,  t.  LX.X , 
p.  249. 
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Considérons  maintenant  les  sections  par  des  plans  et  des 
sphères  ((r.clconques.  Une  remarque  générale  nous  servira  de 
guide  dans  Uétude  de  cette  question. 

Supposons  que,  étant  donnée  une  sphère  directrice,  on 
prenne  pour  surface  déférente  une  (lHvelo[ipablc  quelconque. 
Aux  plans-  tangents  de  cette  développable  correspondent  les 
points  d'une  courbe  anallagmatique  (r) .  A; toute  ligne  tracée 
sur  la  develnppable  correspondra  une  surface  enveloppe  de 
sphères  contenant  cette  courbe,  et  chacune  des  sphères  sera, 
en  général,  tangente  à  la  courbe  en  deux  points  a,  a',  réci- 
proques l'un  de  l'autre  par  rapport  à  la  sphère  directrice. 
A  toute  ligne  double  de  la  développable  correspondra  au  con- 
traire une  surface  enveloppe  de  sphères  contenant  la  courbe  (r,), 
et  telle  que  chaque  sphère  soit  tangente  à  la  courbe  en  ({uatre 
points  a  ,  a'  ,  6  ,  />'.  réciproques  par  couples  par  rapport  à  la 
sphèri?  direcirice. 

Cela  posé,  soii-nt  (2) ,  (1')  deux  anallagmatiques  par  rapport 
à  la  même  splière  directrice,  et  soient  (B) ,  (B')  leurs  défé- 
rentes. 11  est  clair  que,  à  tout  point  commun  à  (I)  ,  {!') , 
correspondra  un  plan  tangent  commun  à  (B)  ,  (B'),  et  par 
conséquent  les  points  de  la  courbe  d'intersection  des  deux 
anallagmatiques  seront  dérivés  des  plans  tangents  de  la  déve- 
loppable circonscrite  à  (Ei  et  à  (B').On  pourra  appliquer  à  cette 
développable  toutes  les  remarques  que  nous  venons  de  faire. 
Si  l'une  des  deux  surfaces  n'est  pas  anallagmatique,  on 
puurra  loi  adjoindre  sa  réciproque  par  rapport  à  (S),  et  ces 
deux  surfaces  constitueront  ainsi  un  système  anallagma- 
tique (il. 

Soit,  par  exemple,  une  cyclide  définie  par  la  déférente  (A), 
et  cherchons  son  intersection  avec  une  sphère  (S') ,  orthogo- 
nale à  (S) ,  de  centre  C.  La  sphère  (S')  est  l'anallagmatique 
dérivée  du  point  C;  car  tous  les  plans  passant  par  G  donnent 
des  points  de  (S').  La  développable  circonscrite  aux  deux 
déférentes  est  donc  le  cône  de  sommet  C  circonscrit  à  la  qua- 
drique  tA) .  Donc 
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Aux  coniques  de  la  déférente  correspondent  sur  la  cyclide  les 
sections  par  des  sphères  orthogonales  à  (S) ,  et  ayant  leur  centre 
au  pôle  du  plan  des  coniques  par  rapport  à  la  déférente. 

Étudions  maintenant  l'intersection  de  deux  cyclides  ayant 
même  sphère  directrice  (S),  et  ayanl  pour  déférentes  deux 
quadriques  quelconques  (A)  ,  (A') . 

Les  points  communs  aux  deux  cyclides  seront  dérivés  des 
plans  de  la  développable  r(A)<^A'yi,  et  aux  coniques  doubles  de 
cette  développable  correspondront  quatre  cyclides  à  deux  points 
doubles,  contenaat  Tintersection  des  cyclides  données.  Nous 
allons  étudier  des  cas  particuliers  importants. 

Supposons  qu'on  demande  de  déterminer  rintersection  d'une 
cyclide  et  d'une  sphère  (U) ,  de  centre  G  quelconque.  Adjoi- 
gnons à  cette  sphère  la  réciproque  (U')  par  rapport  à  (S)  et  de 
centre  G',  et  les  deux  sphères  constitueront  un  système 
anallagmatique,  qui  admettra  pour  déférente  une  surface  de 
révolution  (B) ,  ayant  pour  foyers  les  centres  G  ,  G'  des  deux 
sphères,  et  inscrite  à  la  sphère  directrice  (art.  59)  en  tous  les 
points  où  celle-ci  est  rencontrée  par  (U)  ou  par  (V) . 

Si  (A)  est  la   déférente  de   la    cyclide,    la  développable 


(A)  (B)  I ,  considérée  comme  surface  déférente,  nous  donnera 


les  points  d'intersection  de  (U)  et  de  la  cyclide.  Les  quatre 
coniques  doubles  de  cette  développable  donneront  quatre 
cyclides  enveloppes  de  sphères,  contenant  la  courbe;  et  les 
sphères  inscrites  dans  ces  quatre  cyclides  couperont  la  sphère 
sécante  suivant  quatre  séries  de  cercles  doublement  tangents 
à  la  section  cherchée. 

On  aura  donc  les  éléments  nécessaires  pour  déterminer  cette 
cyclide,  et  l'on  voit  que  les  quatre  cônes  ayant  pour  sommet 
le  point  G  et  pour  bases  les  -^^uatre  lignes  doubles  sont  les 
lieux  des  centres  des  sphères  de  chaque  série  doublement 
tangentes  à  la  courbe  de  section.  Ges  cônes  sont  homofocaux. 
Quant  aux  sphères  contenant  les  focales  de  la  section,  elles 
coupent  la  sphère  (S)  suivant  les  mêmes  cercles  que  les 
plans  des  lignes  doubles  correspondantes  do  la  développable 
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I  (A)  (B)  I  .  Comme  elles  sont  aussi  orthogonales  à  (U) ,  elles 
peuvent  cire  considérées  comme  déterminées. 

Comme  application  de  ces  constructions,  cherchons  la  con- 
dition pour  que  la  sphère  sécante  coupe  suivant  une  courbe 
située  sur  un  cylindre.  Il  faudra  que  Tune  des  focales  soit 
plane,  c  est-à-dire  que  le  plan  de  Tune  des  lignes  doubles  de 
la  développable  ]  (A)  (B)  |  passe  au  point  C .  Car,  dans  ce  cas, 
le  cône  qui  avait  pour  base  la  ligne  double  contenue  dans  ce 
plan,  et  qui  contenait  les  centres  des  sphères  tangentes  doubles 
d'une  série,  se  réduira  à  un  plan.  Ainsi  il  passera  par  le  point  C, 
1 ,  2,  3  des  faces  du  tétraèdre  conjugué  à  (A)  et  à  (B) ,  suivant 
que  la  courbe  sera  sur  l,  2  ou  8  cylindres.  Cherchons  d'abord 
la  condition  pour  qu'un  seul  cylindre  contienne  la  courbe. 

Soit  (V)  le  plan  passant  par  C  et  ayaiit  même  pôle  par 
rapport  à  (B)  et  à  (A) .  Comme  C  est  le  foyer  de  (B) ,  ce  pôle 
devra  être  sur  une  perpendiculaire  élevée  à  (P)  en  C.  Op,  il 
n  y  a  que  trois  plans  passant  par  le  point  C  et  ayant  leurs 
pôles  par  rapport  à  (A)  sur  une  droite  perpendiculaire.  Ce  sont 
les  trois  plans  de  symétrie  du  cône  de  sommet  C ,  circonscrit 
à  (A).  Ces  plans  une  fois  connus,  le  reste  de  la  construction 
ne  présente  aucune  difficulté. 

Une  application  plus  intéressante  consiste  dans  la  détermi- 
nation des  coniques  sphériques  qui  se  trouvent  sur  la  cyclide. 
Alors  le  point  C ,  foyer  de  la  surface  (B)  et  centre  de  la  sphère 
sécante,  devra  avoir  même  plan  polaire  par  rapport  à  (B)  et 
à  (A) .  Son  plan  polaire  par  rapport  à  (A)  devra  donc  être  per- 
pendiculaire à  l'axe  focal  OC  de  la  surface  de  révolution  (B) 
(0  est  le  centre  de  la  sphère  directrice).  Ainsi, 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  coupant  la  cyclide  suivant 
une  conique  sphérique  est  une  courbe  telle  que  le  plan  polaire 
d'un  de  ses  points  C  par  rapport  à  (A)  soit  perpendiculaire  à 
la  droite  OC. 

Cette  courbe  se  rencontre  dans  la  théorie  des  normales  à 
une  quadrique.  C'est  une  cubique  gauche  passant  par  le 
point  0 ,  par  le  centre  de  (A) ,  ayant  pour  directions  asympto- 
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tiques  les  axes  de  {A),  passant  par  les  pieds  des  normales 
menées  de  0  à  (A) ,  ote. 

Nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  des  centres  dos  einq  sphères  diiectrices  on  abaisse  des 
normales  sur  les  déférentes  eorrcspondantes ,  on  obtient 
30  points  qui  avec  les  5  centre»  des  sphères  directrices  sont 
sur  une  cubique  gauche  ayant  pour  directions  asvtïiptotiques 
les  axes  de  symétrie  des  déf<5pentes,  et  passant  par  leur  centre. 
Cette  cubique  gauche  est  le  lieu  des  centres  des  sphères  cou- 
pant la  surface  suivant  des  coniques  sphénques. 

A  chaque  point  C  de  la  cubique  correspond  une  seule 
sphère  (U) ,  qu'on  déterminera  ainsi.  Soit  (P)  le  plan  polaire 
de  C,  perpendiculaire  à  OC.  La  surface  de  révolution  inscrite 
à  (S) ,  ayant  C  pour  foyer,  (P)  pour  plan  directeur  correspon- 
dant, sera  la  déférente  de  (U);  (U)  passera  donc  par  le  cercle 
de  contact  de  cette  surface,  et,  comme  elle  a  son  centre  en  C  , 
elle  est  déterminée. 

Parmi  les  sphères  coupant  suivant  des  coniques  sphériques, 
il  y  en  a  plusieurs  qui  sont  remarquables. 

I'*  Les  cinq  sphères  concentriques  aux  sphères  directrices, 
mais  ayant  pour  rayons  ceux  de  ces  sphères  multipliées 
par  K —  1 . 

2°  Celles  qui  ont  leurs  centres  aux  pieds  des  normales 
abaissées  des  centres  des  sphères  directrices  sur  les  déférentes 
correspondantes.  Ces  sphères  coupent  la  cyclide  suivant  deux 
de  leurs  grands  cercles.  La  droite  d'intersection  des  plans  de 
ces  cercles  est  donc  une  normale  double  de  la  cyclide. 

Il  y  a  donc  cin^  groupes  de  six  normales  doubles  de  la 
cyclide. 

Il  est  utile  de  savoir  déterminer  les  points  à  l'infini  de  toute 
section  sphérique  de  la  cyclide.  On  peut  construire  ces  points 
de  la  manière  suivante  : 

Soit  (U)  une  sphère  sécante  de  centre  C\ 

Les  points  à  l'infini  de  la  section  sont  ceux  du  cercle  de 
J'inûni  pour  lesquels  la  sphère  et  la  cyclide  seront  tangentes. 
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Les  plans  tangents  en  ces  points  devront  passer  par  le  centre 
de  la  sphère  et  être  tangents  à  la  développahle  circonscrite  à 
la  cyciide  sur  le  cercle  de  linfiiii,  c  est-à-dire  à  la  développable 
focale  (art.  53)  circonscrite  aux  cinq  déférentes. 

Donc  les  points  à  Finfini  de  la  section  sphérique  sont  les 
points  de  contact  avec  le  cercle  de  Tinfini  des  quatre  plans 
déterminant  par  leurs  intersections  les  focales  du  cône  de 
sommet  C  circonscrit  à  (A) .  Ces  points  de  contact  sont 
évidemment  sur  les  plans  perpendiculaires  aux  focales  de  ce 
cône. 

On  voit  que  les  points  à  l'infini  de  la  cyclique  ne  dépendent 
que  du  centre,  et  non  du  rayon  de  la  sphère  sécante. 

Pour  qu'ils  viennent  se  réunir  par  groupes  de  deux,  c'est-à- 
dire  pour  que  la  cyclique  devienne  une  cartésienne,  il  faut  et  il 
sufjit  que  la  sphère  sécante  ait  son  centre  sur  une  des  focales  des 
déférentes. 

Si  le  rentre  de  la  sphère  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  focale,  elle 
se  transforme  en  un  plan  perpendicuiaire  à  l'asymptote  de  la 
focale,  et  ce  plan  coupe  suivant  des  ovales  fie  Descartes. 

Il  if  a  donc  six  séries  de  sections  parallèles  donnant  des  ovales 
de  Descartes.  Deux  de  ces  séries  seulement  sont  réelles. 

On  peut  encore  établir  ce  résultat  de  la  manière  suivante  : 

Les  deux  nappes  de  la  cyciide  qui  se  croisent  au  cercle  de 
Finfini  sont  tangentes  l'une  à  l'autre  en  quatre  points,  qui 
sont  les  points  de  contact  avec  le  cercle  de  l'infini  des  quatre 
génératrices  suivant  lesquelles  la  développable  circonscrite  aux 
déférentes  (A.)  est  coupée  par  le  plan  de  l'infini.  Donc  tous  les 
plans  passant  par  deux  de  ces  quatre  points  couperont  la 
cyciide  suivant  une  courbe  ayant  deux  rebroussements  à 
l'infini;  ce  sera  donc  une  cartésienne  plane. 

Les  directions  de  ces  sections  cartésiennes  sont  aussi  celles 
des  sections  circulaires  des  quadriques  (V)  de  l'article  41 
inscrites  dans  la  cyciide. 

Dans  le  cas  où  la  cyciide  aurait  pour  déférente  une  surface 
de  révolution,  c'est-à-dire  serait  une  cartésienne  (art.  55),  les 
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deux  séries  d'ovales  de  Descartes  réelles  viendraient  se  con- 
fondre en  une  seule.  Les  cyclides  carlosiciines  correspondent 
donc  aux  surfaces  de  révolution  de  la  théorie  des  quadriques. 

Toute  cyclide  peut  d'ailleurs  être  transfonnée  en  cartésienne 
par  la  méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques..  Il  suffira 
(art.  24)  de  placer  le  pôle  en  un  point  quelconque  de  Tune  des 
cinq  focales. 

En  terminant,  nous  nous  proposerons  une  question  en 
quelque  sorte  réciproque  des  précédentes  :  Étant  donnée  une 
cyclique,  peut-on  la  placer  sur  une  oyclide  d'une  espèce  don- 
née, par  exemple  sur  un  tore? 

Soit  (D)  le  cône  de  sommet  a  coupant  la  sphère  (S)  de 
centre  0  suivant  la  cyclique  donnée.  Les  sphères  doublement 
tangentes  d'une  même  série  seront  toutes  orthogonales  h  une 
sphère  (S')  de  centre  c,  orthogonale  à  ^S),  et  elles  auront 
leurs  centi'cs  sur  un  cône  (E)  de  sommet  0 ,  supplémentaire 
du  cône  (D)  (art.  19).  Pour  que  la  cyclique  soit  sur  un  tore,  il 
faudra  que  les  sphères  doublement  tangentes  de  même  rayon 
aient  leurs  centres  sur  un  ou  plusieurs  cercles.  Or  toutes 
celles  de  ces  sphères  qui  ont  le  même  rayon  auront  leurs 
centres  à  l'intersection  du  cône  (E)  et  d'une  sphère  (S")  con- 
centrique à  (S') ,  c'est-à-dire  sur  une  cyclique..  Ces  sphères 
enveloppent  en  général  une  surface  du  8*  ordre;  mais  cette 
surface  se  décompose  en  deux  tores,  si  la  cyclique  des  cen- 
tres se  décompose  en  deux  cercles.  Il  faudra  donc  qu'une 
sphère  (S"),  concentrique  à  (S'),  coupe  le  cône  (E)  suivant 
deux  cercles,  et,  pour  cela,  la  première  condition  est  que  le 
centre  a  de  (S")  soit  dans  un  plan  principal  de  (E),  ou, 
comme  (E)  et  (D)  sont  supplémentaires,  qu'un  plan  de  symé- 
trie de  (D)  passe  au  centre  0  de  (S).  11  f.'ut  donc  que  la 
cyclique,  intersection  de  (S)  et  de  (D),  ait  un  plan-de  symé- 
trie. Cette  condition,  qui  était  évidente  a  priori^  est  d'ailleurs 
suffisante. 

Soient,  en  effet,  Oa  ,  Oa'  les  génératrices  du  ('me  (E) 
situées  dans  le  plan  principal  ;  et  soit  Oji  le  diamètre  conjugué 
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à  l'une  des  deux  séries  de  sections  circulaires  de  ce  cône,  qui 
sont  perpendiculaires  au   pian   principal.  Si  du  point  a  on 


ab lisse  la  perpendiculaire  ay  sur  la  direction  de  la  section 
circulaire,  elle  rencontre  le  diamètre  0§  en  un  point  y,  et  il 
est  clair  que  la  section  circulaire  de  diamètre  aa',  dont  le  plan 
passe  en  y,  sera  sur  une  sphère  de  centre  a ,  coupant  le  cAne 
suivant  deux  cercles  (ict,â^'.k  ces  deux  cercles  correspondent 
deux  tores,  qui  contiennent  la  cyclique,  et  dont  les  axes  sont 
les  droites  ay  ,a£ ,  focales  du  cône  (D) .  Aux  deux  autres  cônes 
passant  par  la  courbe  correspondent  quatre  nouveaux  tores. 
Donc, 

Quand  une  cyclique  a  un  plan  de  symétrie,  elle  peut  être 
placée  sur  six  tores,  dont  les  axes  son!,  les  focales  situées  dans  le 
plan  de  symétrie  des  trois  cônes  passant  par  la  courbe. 

On  voit  par  la  construction  précédente  que,  si  la  cyclique 
est  une  cartésienne,  il  n'y  a  pas  de  tore  contenant  la  courbe. 
Les  droites  ay  ,0y  sont  parallèles,  et  les  tores  se  réduisent 
aux  trois  cônes  contenant  la  cyclique.  Cette  remarque  sépare 
les  cartésiennes  des  autres  cycliques  à  plans  de  symétrie. 

La  question  précédente  a  été  traitée  pour  les  cycliques  pla- 
nes par  M.  de  la  Gournerie  dans  son  Mémoire,  déjà  cité,  sur 
les  lignes  spiriques. 
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La  détermination  des  cyclides  à  quatre  points  doubles  conte- 
nant une  cyclique  ne  présenterait  aucune  difficulté.  Les  points 
doubles  de  ces  cyciides  décrivent  les  focales;  les  coniques 
déférentes  sont  sur  un  des  cônes  contenant  les  focaks,  et 
leurs  plans  enveloppent  un  autre  cône  contenant  la  même 
focale,  etc. 


61. 


Du  système  orthogonal  formé  par  les  cyclides  homofocâles,  et  des  propriétés 
d'iiEf  métîiode  de  transformaiion  déjà  définie. 

Nous  avons  vu  (art.  44.)  comment  le  mode  de  génération 
des  surfaces  anallagmatiques,  proposé  par  M.  Moutard,  revient 
à  un  procédé  de  transformation  des  figures,  dans  lequel  i\  un 
point  ,a  de  la  première  figure  correspondent,  dans  la  deuiième 
fig^ire,  deux  points  m  ,  m\  par  la  construction  suivante. 

Sôit  (P)  le  plan  polaire  de  [j.  par  rapport  à  la  sphère  (S) .  Les 
points  m  ,  m'  sont  les  centres  des  sphères  de  rayon  nul  passant 
par  r intersection  de  (P)  et  de  (S) . 

Quand  le  point  ft  décrit  une  surface  (A) ,  le  plan  (P)  enve- 
loppe une  surface  (A') ,  et  les  deux  points  m  ,  m'  décrivent 
une  surface  anallagmatique  ayant  (A')  pour  déférente,  (S)  pour 
sphère  directrice. 

Le  plan  P  est  tangent  en  un  point  M  à  (A') ,  et  comme  Mm  , 
Mm'  sont  Içs  normales  en  m,w'  à  Tanallagmatique,  nous 
concluons  que 

Les  plans  tangents  en  m  ,  m'  à  tanallaymatique  et  le  plan 
tangent  m  [j-  à  (A)  vont  se  couper  suivant  une  même  droite  située 
dans  le  plan  (P) ,  et  qui  est  la  polaire  du  point  M  par  rapport  au 
cercle,  intersection  de  (S)  et  de  (P) . 

De  cette  importante  proposition,  qui  donne  la  construction 
d,es  plans  tangents  et  qui  s'applique  évidemment  aux  tangentes 
à  deux  courbes  correspondantes,. nous  allons  déduire  un  prin- 
cipe   énéral,  tout  à, t'ait  analogue  à  celui  de  la  conservation 
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des  ongles  dans  la  transformation  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques. A  cet  effet,  nous  rappellerons  quelques  détinitions. 

Plusieurs  géomètres,  et  en  premier  lieu  M.  Cayley,  en  vue 
de  généralisep  les  déterminations  métriques  de  la  géométrie, 
ont  substitué  au  cercle  de  l'infini,  dans  la  définition  des  angles, 
une  quadrique  quelconque  (0)  •  Ktant  donnés  deux  pîans  (P)  , 
iV) ,  si  par  leur  intersection  on  mène  deux  plans  tangents 
(Ti  ,  (T')  h  la  quadrique  (Q) ,  on  peut  appeler  angle  des  deux 
plans  la  fonction  V  détinio  par  l'équation 

R  désignant  Icr.ipport  anharmoniquc  des  quatre  plans  (P)  ,(P'), 
<^T) ,  (T').  Si  les  deux  plans  (P)  ,  (P')  sont  conjugués  dans  la 
quadrique,  l'angle  \  est  droit,  le  rapport  anharmonique  R 
étant  égal  à  —  1 . 

De  même,  on  appelle  angle  de  deux  droites  une  l'onction  V 
définie  par  Téquation 

11'  étant  le  rapport  anliarmonique  des  deux  droites  et  des 
tangentes  menées  dans  leur  plan  et  de  leur  point  de  rencontre 
à  la  quadrique  (Q).  11  est  clair  que.  si  les  deux  droites  sont 
conjuguées  dans  la  quadrique,  leur  angle  ainsi  défini  est 
droit. 

Les  définitions  précédentes  concordent  avec  les  définitions 
habituelles,  quand  la  quadrique  (Q)  devient  le  cercle  de 
Tinfini.  Pour  distinguer  les  angles  tels  que  nous  venons  de  les 
définir,  nous  les  appellerons  angles  par  rapport  è  la  qua- 
drique (0) . 

Cela  posé,  la  transformation  que  nous  étudions  possède  une 
propriété  fondamentale  :  elle  conserve  les  angles,  c'est-à-dire 
que  les  angles  de  la  première  figure,  mesurés  par  rapport  à  la 
sphère  (S) ,  sont  égaux  aux  angles  ordinaires  de  la  seconde. 

Soient,  en  effet,  yt ,  y-t'  les  tangentes  à  deux  courbes  pas- 
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sant  en  y.  et  allant  roircontrer  en  deux  points  f  ,  f  le  plan 
polaire  (P)  de  y-.  Les  tangentes  en  m  aux  deux  courbes  anallag- 
matiques  correspondantes  iront  rencontrer  les  premières  tan- 
gentes aux  deux  points  f ,  T.  LVailieurs  la  droite//'  coupe 
la  vSphère  en  deux  points  a  ,  a'  et  il  est  clair  que  les  deux 
faisceaux  de  quatre  droites 

m. t        m r  ,      ma  .      ma'  , 
[j-t ,       lit'  ,       ua  ,       u.a' 

ont  le  même  rapport  anharmonique  R  . 

Mais  les  deux  droites  ya  ,  [xa'  sont  dés  tangentes  à  ia  sphère, 
puisque  y  est  le  pôle  du  plan  (P)  contenant  a  ,a' .  L'angle  Y 
[dans  la  sphère  (S)]  des  droites  yi ,  /-•-/'  est  donc  égal  à 

De  même,  puisque  w  est  le  centre  d'une  sphère  de  rayon 
nui  passaiii  par  Lintersection  de  (S)  et  de  (P)  et,  par  consé- 
quent, par  a  ,  a'  \  rua  ,  ma'  sont  des  droites  allant  rencontrer 
le  cercle  de  l'infini,  et  par  suite  l'angle  ordinaire  des  droites 
ml ,  ml'  est  aussi  égal  à 

^  log  R  . 

La  proposition  est  donc  démontrée  pour  l'angle  de  deux 
courbes;  elle  subsiste  d'ailleurs  pour  l'angle  de  deux  surfaces, 
ou  pour  Tangle  d'une  surface  et  d'une  courbe. 

Les  conséquence?  les  plus  importantes  de  ce  principe  de  lu 
conservation  des  angles  se  rapportent  au  cas  où  les  angles 
sont  droits,  et,  en  nous  souvenant  que  les  directions  à  angle 
droit  dans  la  sphère  soûl  celles  qui  sont  conjuguées  dans  cette 
surface,  nous  pouvons  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Si  les  tangentes  à  deux  courbes  de  la  première  figure  en 
leurs  points  communs  sont  conjuguées  dans  la  sphère,  les 
courbes  anallagmatiques  correspondantes  se  coupent  à  angle 
droit. 

Si  deux  surfaces  de  la  première  figure  se  coupent  en  des 
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points  pour  lesquels  le?  plans  tangents  sont  conjugués  dans  la 
sphère  (S),  les  sariaces  anallaginatiques  correspondantes  se 
coupent  à  angle  droit. 

Si  Ton  a,  dans  ia  première  rig'ire,  un  système  triple  formé 
de  surfaces  telles  que, en  tous  les  points  communs  à  deux  sur- 
faces, les  plans  tangents  soient  conjugués  dans  la  sphère,  le 
système  triple  d'analiagmatiques  correspondant  sera  formé  de 
surfaces  orthogonales. 

Plus  généralement, 

Toutes  les  fois  qu'on  aura  un  système  triple  de  surfaces 
telles  que,  en  tous  les  points  communs  à  deux  d'entre  elles, 
les  plans  tangents  soient  conjugués  dans  une  quadrique 
fixe  (0) ,  on  pourra  déduire  de  ce  système  un  système  triple 
orthogonal. 

Il  suffira,  en  effet,  de  transformer  par  l'homographie  le 
système  entier  de  manière  que  (0)  devienne  une  sphère,  et 
d'appliquer  alors  la  proposition  précédente.  On  peut  encore, 
en  tenant  compte  des  définitions  qui  précèdent  énoncer  ainsi 
le  théorème  : 

De  tout  sy5,tème  Iriple  orthogonal  par  ^-apport  à  une  qua- 
drique,  on  peut  déduire  un  système  triple  orthogonal  ordinaire, 
et  réciproquement. 

L'existence  du  système  triple  orthogonal  formé  par  les 
cyclides  homofocales  est  une  conséquence  directe  des  propo- 
sitions précédentes. 

Soient,  en  effet,  une  suite  de  quadriques  inscrites  dans  une 
même  développable  circonscrite  à  la  sphère  (S).  Nous  avons 
vu  (art.  47)  que  les  cyclides  correspondantes  sont  homofo- 
cales; et  d'ailleurs,  comme  il  passe  trois  quadriques  réelles 
du  système  par  tout  point  intérieur  à  la  sphère  (S) ,  il  passera 
trois  cyclides  homofocales,  toujours  réelles,  par  tout  point 
réel  de  l'espace.  Comme  les  plans  tangents  à  deux  quadriques 
en  un  point  commun  à  ces  deux  surfaces  sont  conjugués  dans 
la  sphère,  les  cyclides  correspondantes  se  couperont  à  angle 
droit. 
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621. 

Généralisation  des  notions  de  normales,  dft  focales  et  de  lignes  de  courbure. 

Étant  donnée  une  surface  quelconque,  joignons  chacun  de 
ses  points  au  pôle  du  plan  tangent  à  la  surface,  par  rapport  à 
une  quadrique  fixe  que  nous  pouvons  supposer  être  la 
sphère  (S).  On  aura  ainsi,  pour  chaque  point  de  la  surface 
considérée,  une  droite  que  nous  appellerons  la  normale  [par 
rapport  à  (S)  J  de  la  surface. 

Une  ligne  de  courbure  sera  le  lieu  des  points  pour  lesquels 
les  normales  ainsi  définies  forment  une  surface  déveîoppable. 

De  même»  on  appellera  focale  [par  rapport  à  (S)]  de  la 
surface  les  lignes  doubles  de  la  déveîoppable  circonscrite 
à  (S)  et  à  la  focale. 

En  adoptant  ces  définitions,  qui  constituent  une  extension 
naturelle  de  celles  qui  sont  en  usage,  nous  allons  voir  que 
notre  méthode  de  transformation,  qui  conserve  les  angles^ 
conserve  ausbi  les  lignes  de  courbure  et  les  focales,  c'est-à- 
dire  qu'elle  transfowne  les  iigîies  de  courbure  et  les  locales, 
telles  que  nous  venons  de  les  définir,  en  lignes  de  courbure 
et  en  focales  ordinaires  de  Tanallagmatique.  Commençons 
par  les  focales. 

Nous  avons  vu  (art.  43)  que,  si  l'on  circonscrit  à  une  sur- 
face (B)  et  i\  la  sphère  une  déveîoppable  (A),  à  (A)  corres- 
pond dans  la  deuxième  figure  une  déveîoppable  (A')j  circons- 
crite à  l'anallagmatique  (2)  correspondante  de  (B) ,  et  au  cercle 
de  l'infini.  Les  lignes  doubles  de  ces.  développabîes  sont  aussi 
correspondantes,  et  comme  elles  sont,  par  définition  et  res- 
pectivement, les  focales  de  (B)  [par  rapport  à  (S)  ]  et  les  focales 
ordinaires  de  l'anallagniatique,  on  voit  que  les  focales  se 
conservent  dans  notre  trqlisformation.  Il  importe  cependant 
de  faire  une  exception  :  la  courbe  de  contact  de  (A)  et  de  (S), 

S2 
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qui  n'est  pas  courbe  double  de  {/S),  f'^^t  courbe  double 
de  (A') ,  et  par  conséquent  focale  de  <S). 

Considérons  maintenant  les  lignes  de  courbure  de  (B)  [par 
rapport  à  (S)  ] .  En  tous  les  points  d'une  telle  ligne  (!),  les 
normales  forment  une  développable  (H) .  A  cette  courbe  (r) 
correspond  sur  (2)  une  ligne  (F') ,  et  la  développable  (R)  a 
pour  homologue  une  surface  enveloppe  de  sphères  (R') ,  dont 
tous  les  cercles  sont  normaux  à  (1)  en  tous  les  points  de  (r'), 
d'après  le  principe  de  la  conservation  des  angles.  Puisque  (F) 
coupe  à  angle  droit  tous  les  cercles  de  (R'),  cette  surface 
admettra  (r')  comme  ligne  de  courbure,  et  puisque  (2)  et  (R') 
se  coupent  à  angle  droit,  (F')  sera  aussi  ligne  de  courbure 
de  (2) ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Puisque  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  et  que  les 
angles  se  conservent  dans  notre  transformation,  on  pourra 
étendre  l'important  théorème  de  M.  Dupin  sur  les  systèmes 
orthogonaux  aux  lignes  de  courbure  généralisées,  et  donner  la 
proposition  suivante  : 

Un  système  triple  orthogonal  par  rapport  à  une  quadrique 
est  formé  de  surfaces  se  coupant  suivant  leurs  lignes  de  cour- 
bure (par  rapport  à  cette  quadrique). 

Ce  théorème  suffit  à  la  détermination  des  lignes  de  courbure 
d'une  quadrique  (A)  par  rapport  à  une  quadrique  (Q).  Ce 
seront  les  lignes  suivant  lesquelles  (A)  sera  coupée  par  les 
quadriques  inscrites  dans  la  développable  j  (A)  [Q)  \ .  Mais  on 
en  .déduit  surtout  cette  nouvelle  définition  des  lignes  de  cour- 
bure généralisées  : 

Les  lignes  de  courbure  de  toute  surface  par  rapport  à  (Q) 
soat  ie>s  lignes  passant  en  un  point  de  la  surface,  et  dont  les 
deux  tangentes  sont  conjuguées  à  la  fois  dans  Tindicatrice  de 
la  surface  et  dans  la  quadrique  (Q). 

On  pourrait  ajouter  à  ces  exemples  l'extension  du  théorème 
de  Joachimsthal,  d'après  lequel,  si  deux  surfaces  ont  une 
ligne  de  courbure  commune,  elles  se  coupent  sijus  un  angle 
constant.  Nous  réservons  pour  le  moment  toutes  <;es  consé- 
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quences,  ainsi  que  l'extension  très  intt^ressante  de  la  notion 
de  ligne  géodésiquc,  et  nous  allons  terminer  par  quelques 
applications  à  la  théorie  des  cyclidos. 

On  sait,  par  exemple,  que,  étant  données  deux  quadriques 
(Q)  1  (Q')>  homofocales  par  rapport  à  (S)  [c'est-à-dire  inscrites 
dans  une  développable  circonscrite  à  (S)] ,  les  droites  tangentes 
à  ces  deux  quadriques  se  groupent  de  deux  manières  diffé- 
rentes, en  surfaces  développables  se  coupant  à  angle  droit 
dans  (S)  [c'est-à-dire  telles  que  les  plans  tangents  aux  deux 
développables  contenant  une  même  droite  soient  conjugués 
dans  (S)]. 

Les  droites  se  transformant  en  cercles  orthogonaux  à  (S), 
nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Tous  les  cercles  tangents  à  deux  cyclides  homofocales  et 
orthogonaux  à  une  des  splièrcs  directrices  des  cyclides  peuvent 
se  grouper  de  deux  manières  différentes  sur  deux  séries  de 
surfaces  enveloppes  de  sphères.  Ces  surfaces  se  coupent  à 
angle  droit  et  par  conséquent  tous  les  cercles  sont  normaux  à 
un  troisième  système  de  surfaces. 

Les  surfaces  enveloppes  de  sphères  sont  tangentes  à  Tune 
des  cyclides  et  ont  leur  arête  de  rebroussement  sur  l'autre,  en 
sorte  que  les  sphères  enveloppées  sont  normales  à  Tune  des 
cyclides  et  tangentes  à  l'autre. 

Nous  donnerons  encore  l'exemple  suivant  : 

Tous  les  cônes  de  même  sommet  circonscrits  à  des  surfaces 
homofocales  [par  rapport  à  (S)]  sont  homofocaux.  Donc 

Deux  points  quelconques  réciproques  par  rapport  à  (S) 
peuvent  être  pris  pour  sommets  d'une  série  de  cyclides  à  deux 
points  doubles  (réciproques  de  cône),  circonscrites  à  toutes  les 
cyclides  homofocales. 

Ces  cyclides  sont  homofocales  et  orthogonales.  Leurs  focales 
sont  les  six  cercles  orthogonaux  à  (S)  et  appartenant  aux  trois 
cyclides  du  système  orthogonal  passant  aux  sommets  consi- 
dérés, ces  six  cercles  sont  trois  à  trois  sur  quatre  sphères  de 
rayon  nul. 
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Si  les  deux  sommets  sont  pris  sur  une  des  focales  [non  située 
sur  (S)],  ces  cyclides  deviennent  des  cyclides  à  quatre  points 

doubles. 

C'est  la  généralisation  du  théorème  important  sur  les  cônes 
de  révolution  circonscrits  aux  quadriques  boraofocales. 
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NOTES  ET  ADDITIONS 


Note  I. 

De  réiîttatioii  différenUelî©  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée. 

Nous  avons  indiqué  à  l'article  6  une  méthode  nouvelle  pour 
obtenir  l'équation  différentielle  des  surfaces  applicables  sur 
une  surface  donnée.  On  peut  former  cette  équation  dans  le 
cas  général,  en  employant  les  paramètres  différentiels  analo- 
gues à  ceux  de  Lamé,  et  dont  la  théorie  a  été  développée 
surtout  par  M.  Beîtrami. 

Soit 

(i)  rf«^  — E<fît^4-2Frf«rfo4-Gdtj' 

l'expression  de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins, 
et  introduisons  les  notations  suivantes, 


__  \av/ av  au         \àu/ 

A,7—  EG— F^  ' 

g  £?  àj^ Yl^Jttl.  .  ^t£\-L.  q^ltl 

,     ,.         dv>  d\)         \dvdH      dudv)         du  du 

*.(f,rt= ^ — EG-F' 

^    ,  .  1         l  à     du        dv        d      dv         du) 

A„  («)  =  —   .  > ■ j _________  ( 

[/ËG  —  r[^^  Keg—f*       ^^'  KÉG  — F^  ) 

Ces  fonctions  seront  des  invariants. 

La  détermination  des  lignes  géodésiques  dépendra  do  l'inté- 
gration de  l'équation 

A  ,(f.=r:COnSt    ; 
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celle  des  lignes  isothermes,  de  Véquatioi) 

L'équation  différentielle  des  surfaces  applicables  s'exprime 
au  moyen  de  ces  ijivariants.  En  appelant  x  la  coordonnée 
rectangulaire  d'un  [)oint  de  la  surface,  on  trouvera  pour  x 
l'équation  différentielle  du  second  ordre 

2a,  {x,  a, a-)  ^,x —  a,  a,:»  =  —  kk  x,{\,  —  i) . 

k  désignant  la  courbure  de  la  surface. 

La  méthode  que  nous  avons  indiquée  dans  le  texte  est 
susceptible  d'applications  nombreuses.  Pour  le  moment,  nous 
nous  contenterons  de  montrer  comment  elle  conduit  à  l'équa- 
tion différentielle  qui  détermine  le  rayon  vecteur  mené  à  un 
))oint  fixe  d'un  point  quelconque  de  la  surface. 

Rapportons  la  surface  à  des  coordonnées  polaires  ordinaires 
r  ,0  ,'f .  On  devra  avoir 

dr'  -f-  r'[d'i*  -\-  sin'Ot/^*)  =  Edu^+'iVdudv  +  G(/y'  , 
et  par  suite 

\  dr* 

Le  premier  membre  est  le  ds"^  d'une  sphère  de  rayon  égal  à 
l'unité.  Il  suffira  donc  d'exprimer  que  la  surface  pour  laquelle 
la  formule 

ds'  =  -,  (ErfM'  +  iFdudv  +  Gdv')  —  -^ 

donne  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  a  une 
courbure  constante  et  égale  à  l'unité,  et  Ton  aura  ainsi  l'équa- 
tion différentielle  à  laquelle  satisfait  r.  Cette  équation  est  du 

second  ordre. 
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Mote  U. 

Sur  une  démonstration  analytique  des  théorèmes  de  Poncelet,  et  sur  un 
nouveau  système  de  coordonnées  dans  le  plan. 

La  démonstration  des  théorèmes  de  Poncelet  donnée  à 
Tarticle  38  m'a  paru  mériter  d'être  développée,  parce  qu'elle 
conduit,  sans  l'emploi  des  fonctions  elliptiques  et  au  moyen 
d'une  transformation  analytique  des  plus  simples,  à  la  propo- 
sition fondamentale  de  Poncelet  :  Quand  un  polygone  est  à  la 
fois  inscrit  à  une  conique  et  circonscrit  à  une  autre  conique^  il 
existe  une  iiifiîiité  de  polygones  jouissant  des  mêmes  propriétés. 
Depuis,  en  examinant  la  méthode  employée,  j'ai  reconnu 
qu'elle  pouvait  être  présentée  d'une  manière  plus  simple  et 
plus  directe,  et  qu'elle  conduisait  à  des  théorèmes  ayant  la 
plus  grande  analogie  avec  ceux  de  Poncelet  et  devant  être 
considérés  comme  des  généralisations  des  propositions  de 
l'illustre  géomètre.  Quelques-uns  des  théorèmes  contenus 
dans  cette  Note  ont  été  déjà  énoncés  dans  un  travail  sur  les 
systèmes  linéaires  de  coniques  et  de  surfaces  du  second  ordre, 
inséré  au  tome  I  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et 
astronomiques.  M.  Em.  Weyr,  dans  un  article  inséré  au  Journal 
de  Borchardt,  avait  aussi  rencontré,  en  étudiant  les  involutions 
sur  les  coniques,  des  propositions  générales  relatives  à  des 
courbes  de  degré  supérieur,  qui  sont,  au  fond,  équivalentes 
à  l'un  des  théorèmes  métriques  de  notre  troisième  partie,  et 
que  nous  démontrons  d'une  manière  directe  dans  la  Note 
actuelle. 

I. 

Considérons  une  section  conique  (K) ,  tracée  dans  le  plan, 
et  supposons  qu'on  obtienne  toutes  les  tangentes  à  c^tte 
conique,  en  faisant  varier  le  paramètre  m  dans  Téquation 

(1)  «m^  + pm -+-V  =0  , 
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OÙ  a  ,  ^  ,  /  désignent  des  coordonnées  triîinéaires  ou,  si  l'on 
veut,  des  Toactions  linéaires  des  coocdonnées  ordinaires  du 
point.  L'équation  de  la  conique  (K)  sera  eu  conséquence 

(2)  .S-~4«-^=:0  . 

Si  îa  tangente  à  cette  conique  doit  passer  par  un  point 
(a',  p',  Y) ,  m  sera  déterminé  par  1  équation 

«'  m'  -h  (5'  m  -+-'/'  =r  0  . 

Désignons  par  p  , ,-,  les  racines  de  cette  équation,  on  aura 

(3)  a    =.  ^  ==  ï-  . 

et  nous  pourrons  regarder  ie  point  (a',p',y')  comme  déter- 
miné par  les  deux  quantités  p  ,  p, ,  qui  seront  alors  des  coor- 
données, d'une  nature  spéciale,  du  point.  Quand  />  ,  p,  seront 
connus,  les  formules  (3)  détermineront  a',  §',  y'.  On  voit  que, 
dans  le  nouveau  système  de  coordonnées,  un  point  est  défini 
par  l'intersertion  de  .deux  tangentes  à  la  conique  (K) ,  et 
quoique  les  formules  (â)  nous  permettent  de  passer  très  sim- 
plement des  coordonnées  p  ,  f>,  aux  coordonnées  ordinaires, 
nous  allons  voir  que  l'emploi  des  nouvelles  coordonnées 
variables  peut  être  utile  dans  un  grand  nombre  de  questions. 

Dans  le  nouveau  système,  l'équation  de  la  conique  (K)  de 
base  prend  la  forme 

(4)  (r-p.'r  =  0; 

son  premier  membre  devient  un  carré  parfait.  Cette  propriété 
permet  de  décomposer  les  équations  de  certaines  courbes. 

Par  exemple,  toute  conique  doublement  tangente  à  la  courbe 
de  base  (K)  a  une  équation  de  la  forme 

Dans  le  nouveau  système,  cette  équation  deviendra 

(/^(o— ,6,)'=  [flf /5,  +  b(p  4-  p^)  -i-  Cj'  , 
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«  ,  6  ,  c  ,  d  désignant  quatre  constantes;  ou,  en  extrayant  !a 
racine  carrée, 

équation  de  !a  forme 

A/s/5, -i~Bp-hCp,-+-Dr=0  . 

Ainsi,  une  équation  de  cette  forme  représente  une  conique 
doublement  tangente  à  îa  conique  (K),  et  cette  conique  se 
réduit  à  une  droite,  si  B  =  C . 


II. 


Cela  posé,  soit  une  courbe  déterminée  par  une  équation 

algébrique  en  f'  ,p^, 

(5)  f(.P,p,)=^0, 

et  proposons-nous  de  déterminer  le  degré  de  cette  courbe. 
Il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  l'équation  est  ou 
n'est  pas  symétrique  par  rapport  à  p  et  à  p, . 

Supposons  d'abord  qu'elle  ne  soit  pas  symétrique,  et  qu'elle 
soit  du  degré  m  en  p  et  m,  en  p^  .  Pour  trouver  l'ordre  du  lieu 
qu'elle  représente,  nous  allons  chercher  le  nombre  de  points 
de  ce  lieu  situés  sur  une  tangente  quelconque  à  la  conique  (K). 
Or,  une  telle  tangente  est  défmie  par  l'une  ou  l'autre  des 
équations 

A  l'hypothèse  /5  =  a  correspondent  w»,  valeurs  de  p, ,  et  par 
suite  m,  points;  à  la  valeur  p,  =  a  correspondent  de  même  m 
points.  On  a  donc  en  tout  m  4-  m,  points  de  la  courbe  sur  la 
tangente,  et  par  suite  la  courbe  est  du  degré  m  4-  w, . 

Si,  au  contraire,  l'équation  de  la  courbe  est  symétrique, 
elle  est  nécessairement  du  même  degré  wî  en  p  et  en  p,.  Les 
deux  hypothèses  p  =  a  ,pi=a  donnent  les  mêmes  points;  la 
courbe  est  seulement  du  degré  m . 
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j'omets  un  cas  intermédiaire,  où  le  premier  membre  «le 
réquation  (5)  serait  décomposable  en  facteurs,  les  uns  symé- 
triques, les  autres  non  symétriques  en  f-  ,  f^, ,  et  que  nous 
n'aurons  pas  à  considérer. 

Réciproquement  toute  courbe  de  degré  m  est  représentée 
par  l'équation  la  plus  générale,  symétrique  en  ,'>  .  ç,^ ,  et  du 
degré  m  par  rapport  à  chacune  des  variables.  C'est  ce  qui 
résulte  des  formules  (3),  et  aussi  d'un  calcul  relatif  au  nom- 
bre des  coefDcients  arbitraires.  Car  on  reconnaît  que  l'équa- 
tion symétrique  la  plus  générale  du  degré  m  en  p  contient 

(m  +  l)()«^f-^)  . 
^ arbitraires. 

Nous  pouvons,  à  l'aide  de  ces  seules  remarques,  démontrer 
plusieurs  théorèmes  généraux  sur  les  polygones  inscrits  et 
circonscrits. 


III. 


Soit  d'abord  une  courbe  d'ordre  w,  passant  par  Tinter- 
section  de  deux  faisceaux  de  n  droites  A,  ,  A, ,  . . .  ,  A.  ;  B,  , 
Bj ,  . . .  ,  B„ .  Son  équation  générale  sera  de  la  forme 

(6)  A, A,  ...  A„rr:^'.B,B,  ...  B„  . 

Supposons  maintenant  que  les  droites  A^  ,  B.  soient  toutes 
tangentes  à  la  conique  (K)  ;  on  pourra  poser 

/  A<  =  «rtt'  +  |3a.  +  7  =  a(a.  — /')(a<  — pt)  ? 

(B.-  =  «6.'-hi56.  +  7  =  a(6,  — p)(&.— f.), 

et,  en  adoptant  les  notations  suivantes. 


l'équation  de  la  courbe  prendra  la  forme 
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OU 

y<.p)  ^  ik^} 

Dans  cette  équation,  les  variables  sont  séparées,  et,  en  rai- 
sonnant comme  à  Tarticle  27,  on  reconnaîtra  qu'on  peut  la 
mettre  sous  la  forme 

'^^^  ^{p)      «If.) 

où  Ton  a 

»r(»)  — m-^(M,)  +  n-i>{u) . 

La  nouvelle  équation  (40)  contient  une  arbitraire  nouvelle, 
à  laquelle  on  peut  donner  toutes  les  valeurs  possibles.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  courbe  d'ordre  n  passe  par  les  w'  points  d'intersection  de 
deux  faisceaux  de  n  tangentes  à  la  conique  (K) ,  elle  contient  une 
infinité  d'autres  systèmes  de  îi'  points  formant  les  intersections  de 
deux  faisceaux  de  n  tangentes  à  la  conique  (K) . 

Par  exemple,  si  une  conique  contient  les  quatre  sommets 
d'un  quadrilatère  circonscrit  à  une  autre  conique,  elle  contient 
aussi  les  sommets  d'une  infinité  d'autres  quadrilatères  cir- 
conscrits. Mais  nous  n'insistons  pas  sur  ces  cas  particuliers,, 
et  nous  allons  démontrer  un  deuxième  théorème  général. 


IV. 

Considérons  les  courbes  d'ordre  n  passant  par  tous  les  points 
d'intersection  de  n  -h  1  tangentes  À  ,  A, ,  . . .  ,  A^  à  la  coni- 
que (K) .  L  équation  de  ces  courbes  peut  s'écrire 

oii  a  ,  a, ,  . . .  <i„  désignent  n  constantes  arbitraires. 


488  SLil   USE   CLASSE   REMARQUABLE 

Mais,  ies  droites  A,  étant  des  Ungentes  à  la  conique  (K),  on 
aura 

Ai  — «(&i -—/»)(&(— ^,) , 
et  réquation  (il)  pourra  s'écrire 

on,  en  muitipliaiit  par  p — p^., 

équation  qui  est  de  la  forme 

(U)  ^  =  ^' 

f  (p)  étant  un  polygone  de  degré  inférieur  à  celui  de  w  (p)  . 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  précédente 
pourra  être  ramenée  à  la  forme  (12),  et  elle  représentera  une 
courbe  d'ordre  n^  contenant  tous  les  sommets  du  polygone 
circonscrit  à  ia  conique  (K) ,  et  dont  ies  côtés  sont  définis  par 
réquation 

y(^)=0. 

Mais  l'équation  (14)  peut  être  écrite 

w  _  ^     nh) , 

9(p)+icr{p)    f(p,)+iAf.) 

et,  cette  nouvelle  équation  étant  de  même  forme  que  la  précé- 
dente, la  courbe  sera  circonscrite  au  polygone  dont  l'équation 
est 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  ; 

Quand  une  courbe  d'ordre  n  contient  tous  les  sommets  d'un 
polygone  d£  n-\-  \  côtés,  tous  t<ingents  à  une  conique^  elle  est  cir- 
conscrite de  la  même  manière  à  une  inanité  d'autres  polygones 
de  n  -ir  i  côtés,  formés  avec  d'autres  tangentes  à  la  même  conique. 
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Par  exemple,  quand  une  cwjrbe  du  ¥  ordre  contient  tous 
les  sommets  d'un  pentagone,  comme  un  pentagone  est  tou- 
jours circonscrit  à  une  conique,  elle  contient  aussi  tous  les 
sommets  d'une  infinité  d'autres  pentagones,  tous  circonscrits 
à  une  même  conique.  D'où  il  suit,  comme  l'a  fait  remarquer 
M.  Lùroth  (Matkematische  Annalen,  t,  i),  qu'étant  donnée  une 
courbe  du  4*"  ordre,  on  ne  peut  en  général  lui  inscrire  un 
pentagone  dont  elle  c<întienne  tous  les  sommets. 

La  proposition  précédente  peut  être  complétée,   et  nous 

allons  démontrer  qu'étant  donnés  deux  polygones,  Vun  de  m, 

fun  de  n  côtés  («  =  t»  ou  <  m) ,  circonscrits  à  une  même  conique, 

m  (m— 1)        n  (n~-4) 
on  peut  toujours  par  leurs  — —;^ 1 x —  sommets  faire 

passer  au  moins  une  courbe  de  degré  m  —  \  ,  gui  sera  circonscrite 
de  la  même  manière  à  une  infinité  d'autres  polygones  de  m  côtés 
circonscrits  à  la  conique. 
En  effet,  soient 

/(^)=rO         ,         ?(/.)==  0 

les  équations  de  degrés  wt  ,  n ,  qui  définissent  les  côtés  de  ces 
deux  polygones,  et  soit  i  (p)  un  polynôme  quelconque  de 
degré  m — n»  L'équation 

définira  une  courbe  satisfaisant  aux  conditions  indiquées,  dont 
l'équation  se  ramènera  à  la  forme  (44),  et  contiendra  m  —  n 
paramètres  arbitraires.  La  proposition  est  donc  démontrée. 

Par  exemple,  étant  donnés  deux  triangles  quelconques 
circonscrits  à  une  conique,  on  peut,  par  leurs  6  sommets, 
faire  passer  une  conique  qui  contiendra  les  sommets  d'une 
infinité  d'autres  triangles  circonscrits  à  la  même  conique  que 
les  deux  premiers. 

Étant  donnés  un  triangle  et  un  quadrilatère  circonscrits  à 
une  conique,  on  peut  par  leurs  9  sommets  faire  passer  une 
infinité  de  courbes  du  3®  ordre,  circonscrites  à  une  infinité 
d'autres  quadrilatères  circonscrits  à  la  même  conique,  etc. 
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Les  théorèmes  do  Poncelet  sont,  dans  toute  leur  généralité, 
une  conséquence  directe  des  propositions  précédentes.  Car 
?upposons  qu'une  conique  (C)  contienne  les  fî  -h  1  sommets 
d'un  polygone  de  ?i  +  1  côtés,  circonscrit  à  la  cuiiiqu!'  (K),  et 
foi-mé  des  droites  A  ,Â,  , ...  ,  A„.  Alors  on  pourra  disposer 
des  constantes  contenues  dans  l'équation 

de  telle  manière  que  la  courbe  représentée  par  cette  équation 
ait  n  points  nouveaux  sur  la  conique  (C);et,  comme  elle 
contient  aussi  les  n-r-i  sommets  du  polygone  silués  sur  la 
conique  (C) ,  cette  courbe  du  degré  w  aura  en  tout  2n  +  1 
points  communs  avec  la  conique  (C),  et  par  conséquent  la 
contiendra  tout  entière.  Ainsi,  avec  des  valeurs  convenables 
des  constantes  a.,  l'équation  (17)  représente  une  courbe  for- 
mée de  la  conique  (G)  et  d'une  autre  courbe  (C)  de  degré 
n —  2 .  Cette  courbe  composée  (CC)  contient  d'ailleurs,  d'après 
ce  qui  précède,  les  sommets  d'une  suite  continue  de  polygones 
tous  circonscrits  à  la  conique  (K).  Par  conséquent,  la  coni- 
que (C)  sera  circonscrite  à  chacun  de  ces  polygones;  elle 
contiendra  sur  chaque  côté  deux  sommets  de  ce  polygone. 
Les  théorèmes  de  Poncelet  se  trouvent  ainsi  démontrés. 

Quant  à  la  courbe  (C) ,  on  démontrera  de  la  manière  sui- 
vante qu'elle  se  compose  de  coniques  (et  d'une  droite  dans  le 
cas  des  polygones  d'un  nombre  pair  de  côtés). 

L'équation  particulière  de  la  conique  (C)  étant  de  la  forme 

^^8^  jA(p'-hp,')  +  B.p,  +  C,./.,(p4  .,)  +  D(.  +  c,) 

une  tangente  f>  =  a  la  coupera  en  deux  points,  déterminés  par 
les  valeurs  f*', p"  de  p .  Ces  deux  valeurs  sont  les  coordonnées 
d'un  autre  sommet  du  polygone,  et  comme  il  y  a  entre  ces 
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deux  racines  une  relation  de  même  forme  que  l'équation  (18), 
le  nouveau  sommet  décrira  aussi  une  conique. 

En  continuant  ce  raisonnement  de  proche  en  proche,  on 
verra  que  tous  les  sommets  décrivent  des  coniques,  et  que  la 
courbe  (C)  se  décompose  en  coniques.  La  théorie  des  équa- 
tions déduirait,  au  reste,  ce  résultat  très  simplement  du  ftiit 
que  l'équation  (14),  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  admet  un 
facteur  de  la  forme  (18). 


VI. 


Avant  de  continuer  ces  recherches,  je  reviens  sur  un  point 
de  l'article  précédent,  qui  est  susceptible  d'être  présenté  avec 
une  plus  grande  simplicité.  On  peut  démontrer  d'une  manière 
directe  et  élémentaire  le  théorème  suivant  : 

Étant  donné  un  polygone  formé  den-i-  \  droites  A  ,  A,  ,  . . .  ,  A„ , 
et  inscrit  dans  une  section  conique  (C),  potir  tout  point  de  la 
conique,  il  y  aura  entre  les  polynômes  A  ,  A,  ,  . . ,  ,  A„ ,  qui,  égalés 
à  zéro,  représentent  les  côtés  désignés  par  les  mêmes  lettres,  une 
relation  de  la  forme 

(,9,  M;---î:=«. 

D'abord,  le  théorèine  est  connu  potjr  un  triangle.  On  sait 
que  l'équation  de  la  conique  (G) ,  circonscrite  à  ce  triangle,  est 
de  la  forme 

Considérons  maintenant  un  quadrilatère  AAjAjAj,  et  soit  B 
une  diagonale  de  ce  quadrilatère.  La  conique  (C) ,  étant  cir- 
conscrite à  la  fois  aux  deux  triangles  A  A,  B  ,  B  Aj  A3  sera 
représentée  par  deux  équations  de  la  forme  : 

a       a,       h      ^        (f,       .'7,       b      _ 
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et,  en  ajoutant,  on  voit  que  réquation 

a       a,       a„       a.       . 

conviendra  à  tous  les  points  de  la  conique  (C) . 

En  passant  au  pentagone,  à  l'hexagone,  etc.,  et  en  raison- 
nant de  la  même  manière,  on  établirait  pour  un  poKgcne 
d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  n  4- 1 ,  l'équation  citée  plus 
haut, 

C'est  la  proposition  que  nous  avions  établie  d'une  manière 
moins  élémentaire  dans  rarticle  précédent. 


yn. 


On  voit  avec  quelle  simplicité  le  système  de  coordonnées 
employé  met  en  évidence  les  théorèmes  de  Poncelet,  et  même 
des  propositions  plus  étendues.  Nous  devons  maintenant 
exposer  d'autres  remarques,  qui  nous  conduiront  h  des 
théorèmes  analogues,  relatifs  surtout  aux  courbes  de  degré 
supérieur. 

Un  des  caractères  distiirctifs  du  système  actuel  de  coordon- 
nées consiste  en  ce  que  les  deux  variables  au  moyen  desquelles 
nous  déterminons  la  position  d'un  point  ne  sont  pas,  en 
quelque  sorte,  séparées  l'une  de  l'autre.  On  ne  peut  pas  les 
distinguer,  comme  dans  d'autres  systèmes  de  coordonnées; 
elles  sont  plus  que  symétriques,  liées,  conjuguées  l'une  à 
l'autre.  D'après  cela,  l'équation 

(20)  f{l,p)==0, 

où  X  désigne  un  paramètre  variable,  fera  connaître  pour  cha- 
que valeur  de  l  un  certain  nombre  n  de  valeurs  de  p .  Ces  n 
valeurs  de  o  déterminent  n  tangentes  à  la  conique  (K) .  La 
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courbe  décrite  par  les  points  d'intersection  de  ces  tangentes, 
quand  on  fait  varier  X,  aura  pour  équation  le  résultat  de 
l'élimination  de  X  entre  les  deux  équations 

(21)  m,p)^0,      ra,/=.)=0. 

Mais  on  peut  retenir  l'équation  (20),  qui  détermine  aussi 
bien  les  propriétés  de  la  courbe.  On  voit  qu'à  chaque  valeur 
de  /  correspondra  un  polygone  de  n  côtés,  qui  se  déplacera 
en  demeurant  circonscrit  à  la  conique,  ses  sommets  décrivant 
la  courbe  considérée.  Cherchons  Tordre  de  cette  courbe. 

Supposons  que  l'équation  (20)  soit  du  degré  m  en  > ,  et  du 
degré  n  en  p .  k  une  valeur  a  de  p  correspondront  m  valeurs 
>, ,  X, ,  . . .  ,  X„  de  >  ;  à  chacune  de  ces  valeurs  correspondront 
n  —  1  nouvelles  valeurs  dep,  c'est-à-dire  que  la  droite  »  =  « 
coupera  la  courbe  en  w  (n  — 1)  points.  Ce  dernier  nombre  est 
donc  l'ordre  de  la  courbe  correspondante  à  l'équation  (20). 

Si  «t  est  égal  à  1 ,  l'équation  est  de  la  forme 

et,  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations  (2i),  on  trouve 

Ce  sont   les  équations   considérées  en   premier  lieu     Nous 
allons  examiner  d'autres  hypothèses. 


VIII. 


Si  «  ~  2 ,  l'équation  (20)^81  de  la  forme 

(22)  Af.'  -hBp  +  C=:V  =  Q  , 

où  A  ,  B  ,  C  sont  des  fonctions  de  > . 

A  chaque  valeur  de  X  correspondent  deuK  valeurs  de  p  ,  et  un 
seul  point  par  conséquent  de  ht  courbe  (V) ,  par  les  formules 

^'  ■  B       C 
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La  courbe  (U)  est  donc  unieursale;  tuais  la  forme  précédente 
d'équation  offre  TaY-^ntage  de  conduire  presque  sait?  efîorl  à 
un  théorème  signalé  rapidement  par  Jacobi  dans  une  lettre  à 
M.  Hermite,  et  qui  se  rapporte  à  rintroduction  des  fonctions 
ultra-elliptiques  dans  cette  théorie. 

C'est  un  théorème  bien  connu  d'analyse,  que,  si  dans  l'équa- 
tion (2ÎJ},  contenant  une  des  deux  variables  p  au  second 
degré,  et  l'autre  À  au  degré  m,  on  donne  à  p  une  valeur 
quelconque,  à  cette  valeur  de  p  correspondent  m  valeurs, 
/, ,  À, ,  . . .  ,  X«  de  X ,  telles  que  la  somme  des  intégrâtes 


m] 


J  kîv^~4â;^ 


[où  ki.Bi ,  C<  désignent  ce  que  deviennent  A  ,  B  , C ,  quand 
on  substitue  À,  a  la  place  de  X,  et  oii  rj  (A)  est  un  poixnôrne 
d'un  degré  iuféxneur  à  m  — 1],  étendue  à  toutes  les  raci- 
nes, soit  constante,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à  la 
variable  p . 

Lii  appliquant  ce  théorème  à  la  question  de  géométrie  que 
ïîous  avons  à  étudier,  nous  voyons  que, 

Si  Con  coîipe  hi  courbe  unicursaie  (U)  d'ordre  n  par  les  tangentes 
à  une  conique  CfUelconque  (K),  la  somme  des  intégrales  ultra- 
eilipîiqnes  (24),  correspondantes  aux  n  poinu  dHnte^^section  de  la 
tangente  et  de  la  courbe  (l') ,  demeure  comîante  quand  la  tangente 
se  déplace. 

Si  Jes  fonctions  À  ,  B  ,  C  sont  du  serond  degré,  la  courbe  (CI) 
sera  une  conique.  La  somme  des  deux  intégrales  elliptiques, 
correspondantes  aux  points  où  elle  e^t  rencontrée  par  une 
tangente  à  la  conique  (K) ,  demeurera  constante.  C'est  le  point 
de  départ  de  Jacobi  dans  son  Mémoire  sur  les  cercles.  Nous 
ne  poursuivrons  pas  ce  mode.de  démonstration. 


IX. 

Supposonfç  maintenant  que  l'équation  (^0)  soit  du  second 
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degré  en  A .  et  d'un  degré  quelconque  «  en  |^ .  On  pourra 
récrire  sous  ia  forme 

(25)  V  =  AX'-(-2B). +  C  =  0, 

où  A  ,  B  ,  C  désignent  des  polynômes  du  degré  «  en  p .  Cette 
équation  convient,  d'après  les  remarques  faites  plus  haut,  à 
une  courbe  (V)  de  degré  2  («  —  1) ,  et  Ton  reconnaîtra  que, 

.    .    .                   ,        (W'—  î)  (w- — 2^1      .  .     -, 
dans  le  cas  gênerai,  cette  courbe  a ~â '  pomts  dou- 
bles à  l'intersection  des  trois  courbes,  d'ordre  n — 1 , 

0  —  AB,  -BA,_  AC,  — C  \,  __  BCi  —  CB, 
^  — p.  F~~Pi  P  —  Pi 

[Dans  ces  équations  A.  ,  Ej  ,  C,  désignent  ce  que  deviennent 
A,B,C,  quand  on  y  substitue  p,  à  p ,]  La  courbe  (V)  est 
d'ailleurs  circonscrite  à  une  suite  de  polygones  de  n  côtés, 
dont  elle  contient  tous  les  sommets,  et  qui  sont  circonscrits  à 
la  conique  (K).  Les  côtés  de  ces  polygones  sont  déterminés  par 
les  n  valeurs  de  p  qu'on  déduit  de  l'équation  (^27)  pour  chaque 
valeur  de  1 .  D'ailleurs,  ces  valeurs  de  p  satisfont,  d'après  le 
théorème  de  Jacobi  rappelé  plus  hi^ut,  aux  n — 1  équations 


r  -(p.) dp,  _^     _^  r 
jl/B;-Â,c    ■"    J\ 


-—-—■- —  —  const. 


où  l'on  prend  pour  vs  {p)  successivement  1  ,  p  ,  p' , . . ,  ,?""*, 
Ces  dernières  équations  (26),  si  on  les  différentie,  ne  sont 
autres  que  les  équations  abéliennes  considérées  si  souvent  par 
Jacobi  et  par  M.  Lîouville.  D'ailleurs  les  valeurs  de  p,  racines 
de  l'équation 

B— AC=:0, 

déterminent  2n  tangentes  à  la  conique  (K) ,  qui  sont  aussi 
tangentes  à  la  courbe  (V) ,  chacune  en  n — i  points. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  cette  conclusion  que,  dans 
notre  système  de  coordonnées,  les  équations  difff^rcntielles  ultra- 
elliptiques (26)  sont  intégrées  par  des  courbes  de  l'ordre  2  (n —  1} , 
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tangentes  à  ^n  tanijentes  fixes  de  la  conique  (K) .  vl  à  chacune 
en  n  —  1  points. 

Par  exemple,  pour  »  =  2,  les  équations  (26)  se  réduisent  à 
une  seule, 

(27)  -^Lt^—^-^lL^^,. 

C'est  l'équation  d'EuIer,  relative  aux  fonctions  elliptiques.  On 
voit  qu'elle  est  intégrée  par  toutes  les  coniques  inscrites  dans 
un  quadrilatère  circonscrit  à  (K) .  L'équation  de  ce  quadrila- 
tère est 

(28)  B'—AC  =  0. 

Pour  »  =  3 ,  on  a  la  première  classe  des  fonctions  ultra- 
elliptiques. Les  équations  (20)  sont  au  nombre  de  deux;  les 
courbes  intégrant  les  deux  équations  différentielles  sont  des 
courbes  du  4*  ordre,  à  1  point  double,  admettant  pour  tan- 
gentes doubles  les  6  côtés  fixes  d'un  hexagone  circonscrit  à  la 
conique  (K),  etc. 

On  obtient  d'ailleurs  sans  difficulté,  dans  tous  les  cas, 
l'équation  des  courbes  (Y),  c'est-à-dire  îa  relation  entre 
p ,  pi^  convenant  à  tous  les  points  de  ces  courbes.  Il  suffira 
d'exprimer  que  les  deux  équations  en  À , 

AX'  4-  2B;  +  C  =  0  ,      A.r  +  2B,).  +  G,  —  0  , 

ont  une  racine  commune,  ce  qui  donne 

(AC,  — CA,)'  =  4{AB,  — BAj(BC,~CB.)  . 

Cette  forme  met  en  évidence  le  facteur  à  supprimer  (p— p,)', 
qui,  égalé  à  zéro,  donne  la  conique  de  base  (K) .  La  suivante, 

(2BB.  — AC.  — GÂJ'~4(B'— AC)(B.^— A,C;j=:0, 

.onduit  à  un  théorème  intéressant. 
La  courbe  d'ordre  «,  définie  par  l  équation 

2PB.~AC,  -  CA,=^0  . 

passe  par  les  2%'  points  de  contact  des  2m  taftgentes  multi- 
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pies  avec  la  courbe  (V)  et  avec  la  conique  (K) .  Par  exemple, 
pour  n=!2,  on  a  la  conique  qui  contient  les  8  points  de 
contact  des  coniques  (K)  et  (V)  avec  leur  quadrilatère  circon- 
scrit commun. 


X. 


Examinons  d'une  manière  un  peu  plus  détaillée  les  courbes 
du  4*»  ordre  à  1  point  double  (V^) ,  que  nous  venons  de  ren- 
contrer pour  w  =  3,  et  qui  ont  fait  l'objet  des  recherches 
récentes  de  MM.  Brioschi  et  Creraona. 

Nous  voyons  qu'elles  sont  circonscrites  à  une  suite  continue 
de  triangles,  dont  les  côtés  sont  tangents  à  la  conique  (K). 
Car,  l'équation 

(29)  AX'  +  2B>  +  C  =  0 

étant  ici  du  3®  ordre  en  p ,  à  chaque  valeur  de  X  correspondent 
trois  valeurs  de  o ,  et  par  conséquent  trois  tangentes  à  la 
conique  (K) .  Ces  tangentes  forment  un  triangle  dont  les 
sommets  décrivent  la  courbe  (V^) .  Mais  on  doit  se  demander 
si  ce  mode  de  génération  donne  la  courbe  la  plus  générale  du 
4®  ordre  à  i  point  double,  et  la  réponse  est  affirmative. 

Considérons  d'abord  une  courbe  générale  du  4®  ordre.  On 
sait,  depuis  les  belles  recherches  de  Hesse,  de  Steiner,  etc., 
que  cette  courbe  peut  être  engendrée,  et  de  plusieurs  manières, 
comme  enveloppe  d'une  suite  de  sections  coniques,  représen- 
tées par  une  équation  de  la  forme 

(30)  E+Bm  +  Em*=:0  , 

où  m  est  un  paramètre  variable,  et  H  ,  D  ,  E  des  polynômes  du 
second  degré  par  rapport  aux  coordonnées  ordinaires.  Ces 
coniques  sont  telles  qu'il  en  passe  deux  par  un  point  quelcon- 
que du  plan.  Chacune  est  tangente  à  la  courbe  enveloppe  du 
4^  ordre  en  4  points  a,  ,  a^ ,  «j ,  a^ ,  variables  avec  m . 

Mais  il  est  clair  que  toutes  les  coniques  représentées  par 
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lY^quation  (.'30)  font  partie  du  réseau  df^terminc  par  trois  d'entre 
elles,  et  par  conséquent  que  les  cordes  de  ces  coniques  a, a, , 
«,a3 ,  ...  enveloppent  la  courbe,  en  général  du  6^  ordre  et  de 
la  8^  classe,  qu'un  appelle  la  cayleyenne  du.  réseau.  Ainsi  toutes 
les  tangentes  à  la  eayieyenne  coupent  la  courbe  du  4^  ordre 
en  quatre  pointo,  qui  se  déterminent  par  groupes  de  deux. 
Cette  remarque  établit  une  correspondance  digne  d'étude 
entre  une  courbe  de  'j®  classe,  la  cayleyenne,  et  la  courbe  du 
Â^  ordre. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  du  4®  ordre  a  un  ou  plusieurs 
points  doubles,  il  y  a  toujours  un  système  au  inoins  de  coni- 
ques inscrites  dans  la  courbe  et  contenant  toutes  un  seul  des 
points  doubles,  que  nous  appellerons  a.  Ces  coniques  déter- 
minent un  réseau,  et,  comme  elles  passent  par  un  point  fixe, 
ia  caylevenne  se  réduit  à  une  conique  (K) .  Alors  chaque 
conique  est  tangente  à  l'enveloppe  en  trois  points  seulement 
a, ,  a, ,  a, ,  et  les  droites  qui  joignent  ces  trois  points  enve- 
loppent la  conique  (K) .  C'est  le  mode  de  génération  qu'il 
s'agissait  de  retrouver. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  exprimer  les  coordonnées  ordinaires 
d'un  point  de  ia  courbe  (V,j  en  fonction  d'une  arbitraire,  de  la 
manière  suivante. 

Donnons-nous  une  des  racines  {>— m  de  l'équation  (29). 
En  résolvant  celte  équation  par  rapport  h  },  1  sera  exprimé 
par  une  fonction  de  u,  contenant  la  racine  carrée  d'un  poly- 
nôme du  6®  degré  en  w.  Mais,  si  l'on  considère  X  comme 
connu,  l'équation  du  3®  ordre  en  p  aura  trois  racines  u  ,  p  ,  p,. 
Supprimant  la  racine  m  ,  pf ,  etp-f  p,  seront  donnés  en  fonc- 
tion ratiotmelle  de  u  et  de  X ,  ou,  si  l'on  veut,  en  fonction 
de  u  et  d'un  radical  carré  du  6®  degré  en  u.  Or,  une  fois 
connus  c  p, ,  p  +  p, ,  on  a,  par  les  formules  (3),  les  coordonnées 
ordinaires  d'un  point  de  la  courbe 
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XL 


Le  système  de  coordonnées  examiné  ici  se  prête  d'une 
raanière  très  simple  à  la  résolution  de  toutes  les  questions 
concernant  les  polygones  circonscrits  aux  coniques.  En  voici 
un  nouvel  exemple. 

Supposons  qu'on  se  propose,  étant  données  deux  cour- 
bes (W) ,  (W,) ,  de  trouver  le  lieu  décrit  par  le  troisième  som- 
met d'un  triangle  circonscrit  à  la  conique  (K) ,  et  dont  deux 
sommets  décrivent  les  courbes  (W) ,  (W,) . 

Soient 

les  équations  des  deux  courbes,  et  considérons  le  triangle 
circonscrit  ABC  dans  une  de  ses  positions.  Les  coordonnées 
des  trois  sommets  seront,  par  exemple, 

pour  A  ,  . . .  p,  ,  s.  ; 

pour  B  , . . .  p  ,  p^  ; 

pour  C  ,  ...  0  ,p, . 
Alors,  si  le  point  A  décrit  la  courbe  (W),  on  devra  avoir 

f{p,,P,)  =  Q,      ou      f(p,,p,)  =  {}. 

De  même,  si  B  décrit  (W,) , 

?(/>,/'»)  =  0,       oa      f{f,,  ,,)  =  (). 

Pour  avoir  le  lieu  décrit  par  le  troisième  sommet,  il  faudra 
donc  éliminer  o,  entre  les  deux  équations 

(31)  r(p. ,  P.)  =^  0  ,      f[p, .,)  -=  0  , 

ou  entre  les  deux  suivantes, 

(31')  no.,p.)=^o,    ^{p,,p)  =  o. 

Ce  second  système  est  identique  au  premier,  si  les  équations 
sont  symétriques.  Dans  tous  les  cas,  la  question  est,  oa  le 
voit,  ramenée  à  une  simple  élimination. 
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Par  exemple,  supposons  que  (W) ,  (W,)  soient  des  droites 
ou  des  coniques  doublement  tangentes  à  (K).  On  aura  à 
éliminer  p.,  enire  deux  équations 

A  /3,/>,  +  B/;,  +C/>,  -{-D  =  0, 

k'p  p,  +  Wp  +  C'p,  4-  D'=:  0  , 

ce  qui  conduit  évidemment  à  une  relation  de  même  forme 
entre  p  et  p, . 

Nous  obtenons,  par  suite,  le  théorème  bien  connu  suivant  : 
Si  un  triangle  est  circonscrit  à  une  conique  (K) .,  et  que  deux  de 
ses  sommets  décrivent  des  droites  ou  des  coniques  doublement  tan- 
gentes à  la  proposée,  le  troisièm,e  décrira  aussi  une  conique  double- 
ment tangente  à  la  proposée  (K) . 

Supposons  maintenant  que  les  deux  courbes  (W) ,  (W,) 
soient  deux  coniques,  inscrites  dans  un  même  quadrilatère 
circonscrit  à  (K) .  Nous  avons  trouvé  Téquation  de  ces  coni- 
ques (27).  En  intégrant  cette  équation,  on  voit  qu'ici  le  sys- 
tème (31)  sera  de  la  forme 

F(p,)-F(^J=a,      -_F(p,)  +  F(p)==p. 

En  éliminant  f , ,  nous  trouvons  l'équation 

qui  représente  une  conique  inscrite  dans  le  même  quadrilatère 
que  les  trois  premières.  C'est  le  théorème  de  Poncelet  sous  sa 
forme  la  plus  complète,  et  la  méthode  suivie  s'étend,  on  le 
voit,  à  d'autres  questions. 

Au  moyen  des  remarques  précédentes,  nous  pouvons  aussi 
interpréter  toute  substitution  faite  sur  l'une  des  variables. 
Soit 

l'équation  d'ane  ceurbe  (Y).  Si  l'on  substitue  à  p,  la  varia- 
ble p, ,  liée  à  la  première  par  l'équation 

le  résultat  de  la  substitution  définit  une  courbe  nouvelle  (V), 
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et  il  est  clair  que  (V)  est  le  lieu  décrit  par  le  troisième  sommet 
d'un  triangle  circonscrit  à  (K) ,  ci  dont  deux  sommets  décri- 
raient les  courbes  (V)  ,(L');  ou  plutôt,  cest,  d'après  ce  qui 
précède,  une  des  deux  courbes  dont  se  compose  le  lieu 
complet. 

On  verra  ainsi  que  toute  courbe  du  4®  ordre  à  deux  points 
doubles  peut  être  considérée,  et  d'une  infinité  de  manières, 
comme  le  lieu  décrit  par  le  troisième  sommet  d'un  triangle 
circonscrit  à  une  conique  (K),  dont  un  sommet  décrit  une 
conique  quelconque,  et  Tautre  une  conique  doublement  tan- 
gente à  (K).  J'indique  seulement  ce  mode  de  génération,  dont 
la  démonstration  exige  quelques  développements,  qui  sont 
donnés  à  la  fin  de  cette  note. 


XII. 


Nous  avons  vu  comment  l'équatioa  différentielle  d'Euler 

admet  pour  intégrales  générales  les  coniques  inscrites  dans  le 
quadrilatère  circonscrit  à  (R)  et  défini  par  l'équation 

(33)  /(PJ-^O. 

Si  ce  quadrilatère  a  pour  deux  de  ses  sommets  opposés  les 
points  circulaires  de  l'infini,  les  coniques  intégrales  seront 
homofocales  à  (K) . 

On  doit  à  M.  Chasles  deux  beaux  théorèmes,  qu'on  n'a  pas 
encore  essayé  de  démontrer  par  la  considération  des  fonctions 
elliptiques.  L'un  de  ces  théorèmes  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Étant  données  deux  coniques  homofocales  (C) ,  (K) ,  si  de 
deux  points  a ,  a'  de  l'une  (C)  on  mène  des  tangentes  à  l'autre, 
on  forme  un  quadrilatère,  dont  les  autres  couples  de  sommets 
opposés  &,  6',  c  ,  c'  sont  aussi  sur  des  coniques  homofocales 
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aux  proposées.  Cette  importante  proposition  se  démontre  sans 
difficulté  de  la  manière  suivante. 

Soit  la  conique  (K)  et  le  quadrilatère  défini  par  Téqua- 
tion  (3S).  Toutes  les  coniques  inscrites  dans  ce  quadrilatère 
seront  représentées  par  l'équation 


« 


en  sorte  que,  pour  deux  points  (o  ,  p,)  (o',  p\),  situés  sur  une 
conique,  on  aura 

.o«^    f  ^p  _  fjii^  =  fjiL^  _  rj±±^ , 
^     Jyw)  J^m  jvW)  jyim 

ce  qu'on  peut  écrire 

J  \^M  J  yn^)   J  ^^'niù  J  ^^fip\) 

Cette  dernière  équation  exprime  le  théorème  qu'il  s'agissait 
de  démontrer.  Elle  sigiiifie  que  la  conique  qui  passe  par  le 
point  (p  ,  o')  et  qui  est  inscrite  dans  le  même  quadrilatère  que 
les  premières,  passe  aussi  par  le  point  (pj  ,  p/j.  Or  ces  deux 
points  sont  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  formé  par 
les  quatre  tangentes  p  ,  f  '  ,  p^ ,  p',  ;  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition indiquée. 

On  peut  aussi  faire  intervenir  le  théorème  d'Abel  de  la 
manière  suivante. 

En  vertu  de  l'équation  (35),  on  devra  avoir  l'identité 

(36)  {Kx*  -^  Ba?  4-  C)'  -  f(x)  =  D  (x—o)  ta;— /j.)  (a?— p')  (x— /»',) , 

et  la  symétrie  de  cette  identité  prouve  immédiatement  le 
théorème.   Mais    nous  allons   déduire  de  l'identité  (36)  la 
démonstration  d'un  autre  théorème  de  M.  Chasles. 
Posons 

f  {x)  =z[x — a)  (x  —  b){x — a')  \x  —  h')  , 

v>{x)~\i{X~ç){X—ù'){x  —  ç^)  (!■  — |o'j  . 
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L'identité  (36)  pourra  s'écrire 

(37>  {A^'  +  Bx  +  Cr-~r,(x]=:{œ-^a){x-b)(x~a'){x^b'), 
et  cette  identité,  toute  semblable  à  la  précédente,  exprime 
que,  dans  le  quadrilatère 

CT  (x)  — _  0  , 

on  peut  inscrire  une  conique  passant  par  deux  sommets  oppo- 
sés {a,b),  {a\  b')  par  exemple,  du  quadrilatère  primitif 

fy.^)  =-  0  ; 
d'où  le  théorème  suivant  : 

Étant  données  deux  coniques  (C),(K),  si  de  deux  points 
de  (C)  on  mène  des  tangentes  à  la  conique  (K) ,  elles  forment 
un  quadrilatère  dans  lequel  on  peut  inscrire  une  conique 
passant  par  deux  quelconques  des  sommets  opposés  du  qua> 
driiatère  llCKK? 


En  transformant  par  Thomographie,  on  a  le  théorème  de 
M.  Chasies  : 

Étant  données  deux  coniques  homofocales,  si  de  deux  points  de 
lune  on  mène  des  tangentes  à  l'autre,  on  forme  un  quadrilatère 
circonscriptible  à  un  cercle. 

On  sait  que  cette  proposition  comprend  comme  cas  parti- 
culier les  propriétés  métriques  focales. 

Les  théorèmes  de  géométrie  que  nous  venons  de  démontrer 
s'étendent  aux  courbes  plus  générales  que  nous  avons  exami- 
nées, et  qui  correspondent  aux  équations  abéiiennes.  On 
pourra  consulter  à  ce  sujet  l'article  présenté  à  la  Société 
Philomathique  (séances  du  25  mai  et  du  8  juin  1872). 


xm. 

Le  système  de  coordonnées  précédent  trouve  une  application 
intéressante  dans  l'étude  de  quelques  courbes,  et,  en  parti- 
culier, de  relies  du  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles. 
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Supposons  qu'on  ait  à  examiner  une  équation  non  symé- 
trique en  p  ,  p, .  Une  telle  équation  pourra  toujours  se  mettre 
sous  la  forme 

(38)  /■(/>,^)-+-i>  — p.:"=(.°,fj  =  0, 

où  /■  et  c  sont  des  fonctions  symétriques.  Elles  s'expriment 
donc  en  fonction  rationnelle  des  coordonnées  ordinaires,  tandis 
que  p  — fi  est  la  racine  carrée  du  premier  membre  de  l'équation 
de  la  conique  (K) .  En  élevant  au  carré  pour  rendre  l'équation 
rationnelle,  nous  aurons  l'équation 

(39)  /«_(p_^,)'^*^0, 
OU 

(40)  P*_KO«=:0. 

La  courbe  qu'elle  représente  est  tangente  à  la  conique  (K) 
en  tous  les  points  où  elle  la  rencontre.  Elle  a  des  points  doubles 
à  l'intersection  des  courbes  P  et  Q . 

Par  exemple,  si  l'équation  (39)  est  du  second  degré  en  c-  et 
en  p, ,  mais  non  symétrique ,  elle  représentera  une  courbe 
du  4®  ordre  ayant  deux  points  doubles  à  l'intersection 
de  la  conique  P— 0  et  de  la  droite  Q  =  0,  et  cette  courbe 
du  ¥  ordre  sera  tangente  en  quatre  points  à  la  coni- 
que (K) . 

Réciproquement,  toute  courbe  du  quatrième  ordre  à  deux 
points  doubles  peut  être  représentée,  et  d'une  infinité  de 
manières,  par  une  équation  de  la  forme  (38).  Car  il  y  a  une 
série  de  coniques  inscrites  dans  la  courbe,  et  ne  passant  par 
aucun  des  points  doubles:  soit  (K)  l'une  quelconque  de  ces 
coniques.  L'équation  de  la  courbe  du  4®  ordre  pourra  se 
mettre  sous  la  forme  (40)  et  par  suite  sous  la  forme  équiva- 
lente (38).  Ainsi,  il  suffît  de  prendre  pour  conique  de  base  de 
notre  système  une  quelconque  des  coniques  tangentes  à  la 
courbe  en  quatre  points. 

Nous  rencontrons  ici  un  fait  intéressant  dans  la  théorie 
^«   ordre  à  deux  points  doubles,   et  ce  fait 
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se  rattache  aux  différents  modes  de  génération  qu'on  a 
proposés  pour  les  décrire.  On  sait  (en  supposant  que  les  deux 
points  doubles  soient  les  points  à  rinfini  sur  le  cercle)  qu'elles 
sont  anallagmatiques  par  rapport  h  quatre  pôles  différents. 
Par  suite,  pour  toute  droite  passant  par  chacun  de  ces  pôles, 
l'équation  du  4^  ordre  qui  détermine  les  points  d'intersection  de  la 
droite  et  de  la  courbe  se  résout  par  des  extractions  de  racines 
carrées. 

C'est  là  un  fait  analytique  remarquable  en  lui-môme.  Les 
recherches  précédentes  lui  donnent  une  réelle  extension  ;  car 
elles  démontrent  que  la  même  propriété  appartient  aussi  aux 
droites  tangentes  à  l'une  quelconque  des  coniques  inscrites 
dans  la  courbe  du  4^  ordre. 

Soit,  en  effet, 

fip  ,  pj  =  0 

l'équation  de  la  courbe,  du  second  degré,  mais  non  symétrique 
en 


r  1  ï 


Une  tangente  quelconque  à  la  conique  (K)  sera  définie  par 
l'une  des  équations 


En  prenant  successivement  p  =a  ,  p,  =  a,  on  aura  à  résoudre 
deux  équations  du  second  degré,  qui  donneront  chacune  deux 
des  quatre  points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  courbe. 

Ainsi,  étant  donnée  une  courbe  du  ¥  ordre  à  deux  points 
doubles  et  une  conique  inscrite  (K),  toutes  les  tangentes  à 
cette  conique  couperont  la  courbe  en  quatre  points,  se  déter- 
minant par  des  extractions  de  racines  carrées.  Quand  la 
conique  (K)  se  réduit  à  deux  droites,  ses  tangentes  viennent 
passer  par  le  point  de  rencontre  de  ces  droites,  et  l'on  obtient 
le  mode  de  génération  dû  à  MM.  Salmon  et  Moutard. 

H  suit  de  là  que,  étant  donnée  une  droit'.^  quelconque  dans 
le  plan  de  la  courbe,  l'équation  du  3«  degié  qui  détermine  les 
trois  coniques  (K) ,  inscrites  dans  la  courbe  et  tangentes  à  la 
droite,  est  la  résolvante  de  Téquation  du  4^  é^gié,  faisant 
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connaître  les  points  d'inlerseetion  de  la  droite  et  de  la  courbe. 
(Voir  l'article  41  pour  des  remarques  aiialogues  relatives  aux 
cyclides.) 

Entin,  on  peut  déduire  des  remarques  qui  précèdent  un 
mode  de  génération  des  courbes  étudiées  ici. 

Si  l'on  fait  correspondre  anharnioniquemenL  les  cereles 
passant  pat-  deux  points  a  ,  a'  aux  tangentes  d'une  eonique  (K), 
les  micrseciions  des  cercies  avec  les  tangentes  correspondantes 
décrivent  en  général  une  courbe  du  5^  ordre.  Mais,  si  la 
droite  aa'  est  tangente  à  la  conique  (K) ,  et,  en  outre,  si  la 
droite  aa" .  considérée  comme  tangente,  correspond  au  cercle 
de  rayon  infini  passant  par  a,a\  la  courbe  du  5«  ordre  se 
décompose  dans  la  droite  aa'  et  en  une  cyciique  circonscrite 
à  la  conique  (K) . 

En  terminant  ce  qui  se  rapporte  aux  courbes  du  4®  ordre, 
nous  allons  démontrer  le  mode  de  génération  de  ces  courbes 
indiqué  à  1" article  12  de  cette  Note.  Soit 

réquation  de  la  courbe  proposée.  Cette  équation  n  est  pas 
symétrique,  mais  on  peut  la  déduire  d'une  équation  symé- 
trique 

(41)  ¥{p,o\)=^Q, 

par  une  substitution  de  la  forme 
(43)  Ap,p\-\-Bp,  +  Cp\-h  i)^0  . 

Cette  substitution  analytique,  d'après  les  remarques  faites 
plus  haut,  nous  montre  que  la  courbe  est  décrite  par  le  som- 
met libre  d'un  triangle  circonscrit  à  la  conique  (K) ,  dont  l'un 
des  sommets  décrit  une  conique  quelconque  (42),  et  l'autre 
une  conique  (4-^),  inscrite  à  (K) ,  Ainsi, 

La  courbe  du  8®  ordre  décrite  par  le  troisième  sommet  d'un 
triangle  circonscrit  à  une  conique  (K) ,  dont  l'un  des  sommets 
décrit  une  conique  quelconque  (C) ,  lautre  une  conique  (('') 
doublement  tangente  à  (K),  se  compose  de  deux  courbes  du 
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4*  ordre  à  deux  points  doubles.  Kéciproqueineut,  toute  courbe 
du  4^  ordre  à  deux  points  doubles  peut  être  engendrée  comme 
nous  venons  de  l'indiquer. 

Notons  encore  une  conséquence  de  Téquation  (41).  Si  Ton 
donne  à  p  une  valeur  quelconque,  on  trouve  pour  p,  deux 
valeurs,  entre  lesquelles  il  y  a  une  relation  symétrique  du 
second  degré.  Donc, 

Étant  donnée  une  courbe  du  4®  ordre  a  deux  points  doubles 
et  une  conique  (K) ,  inscrite  dans  la  courbe,  si  des  points  où 
une  tangente  à  (K)  coupe  la  courbe  on  mène  de  nouvelles  tan- 
gentes à  la  conique,  ces  tangentes  forment  un  quadrilatère 
dont  deux  sommets  opposés  décrivent  des  coniques. 


Wè  SUR   UNE    CLASSE    HEMAROIABLE 


"Vot©  III. 


Sur  la  démonstration  directe  des  théorèmes  de  géométrie  spkérique  exposés 
dans  la  troisième  PAKTrE. 

Dans  la  Troisième  Partie  (art.  33  ii  38),  nous  nvons  donné 
quelques  propositions  de  géométrie  sphérique,  que  nous  avons 
déduites  des  théorèmes  analogues  déjà  démontrés  pour  les 
courbes  planes  (art.  27  à  32).  Il  ne  sera  pas  inutile  de 
montrer  comment  l'emploi  du  système  de  coordonnées  étudié 
dans  la  ^ote  précédente  peut  conduire  à  une  démonstration 
directe  des  propositions  relatives  à  la  géométrie  de  la  sphère, 
données  dans  la  Troisième  Partie.  Mais  auparavant  nous  allons 
exposer  quelques  remarques  relatives  à  la  perspective  plane 
des  figures  tracées  sur  la  sphère. 


I. 

Étant  donnée  une  sphère  (S)  de  centre  0,  projetons  ses 
différents  points  sur  un  plan  P,  par  des  droites  contenant  le 
centre  0 .  41ors  à  tout  point  m  de  la  sphère  correspondra  un 
seul  point  M  du  plan.  Mais  ce  point  M  aura  pour  homologues 
sur  la  sphère  les  deux  points  diamétralement  opposés  w  ,  w', 
situés  à  l'intersection  de  la  sphère  (S)  et  du  diamètre  OM. 
On  a  donc  un  mode  de  représentation  de  la  sphère  sur  un 
plan  qui  a  été  étudié  surtout  par  M.  Chastes,  et,  en  dernier 
Heu,  par  M.  Clebsch.  Les  points  à  l'infini  de  la  sphère  se  pro- 
jettent suivant  ceux  d'un  cercle  (K) ,  intersection  du  plan  de 
perspective  (P)  et  du  cône  asymptote  de  la  sphère.  Les  grands 
cercles  de  la  sphère  se  projettent  suivant  des  droites,  et  les 
petits  cercles  suivant  des  coniques  doublement  tangentes  au 
cercle  /M) . 
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Les  génératrices  rectiligpaes  de  la  sphère  se  projetteot  sui- 
vant les  tangentes  an  cercle  (K) ,  et  chacune  de  ces  tangentes 
est  la  perspective  de  deux  génératrices  rectilignes  de  la 
sphère  (S) ,  qui  sont  diamétralement  opposées  et  de  systèmes 
différents. 

D'après  cela,  si  Ton  emploie,  pour  déterminer  les  points  à 
la  surface  de  la  sphère,  le  système  de  coordonnées  formé  des 
deux  séries  de  génératrices  rectilignes,  de  telle  manière  que  là 
première  des  coordonnées  demeure  constante  pour  tous  les 
points  d'une  génératrice  rectiligne  de  l'un  des  systèmes,  et  la 
seconde  pour  tous  les  points  d'une  génératrice  de  l'autre 
système;  à  ce  système  de  détermination  des  figures  sphériques 
correspondra,  dans  le  plan  qui  est  la  perspective  de  la  sphère, 
le  système  de  coordonnées  qui  a  été  étudié  dans  la  Note  pré- 
cédente, et  dans  lequel  on  détermine  un  point  par  l'intersec- 
tion de  deux  tangentes  à  la  conique  (K).  Nous  allons  tout 
d'abord  examiner  la  liaison  entre  les  deux  systèmes  de  coor- 
données. 

Soit  un  point  du  pian  (P; ,  ayant  pour  coordonnées  f  ,  p, , 
déCnies  dans  la  Note  précédente.  La  tangente  T  au  cercle  (K), 
déterminée  par  la  coordonnée  p ,  est  la  perspective  de  deux 
génératrices  du  premier  et  du  second  système  de  la  sphère 
t,t'.  De  même  la  tangente  T,,  correspondante  à  pj ,  est  la 
projection  de  deux  génératrices  rectilignes  t^,  t\.  Donc  le 
point  M  du  plan  intersection  de  T,T,  est  la  projection  de 
deux  points  m  ,  «i'  de  la  sphère, 
w  ,  intersection  de  t  ,  f\; 
m.\ de  f ,  f, . 

Ainsi,  notre  système  de  coordonnées  symétriques  p  .  pf ,  qui 
détermine  sans  ambiguïté  un  point  du  plan,  ne  conserverait 
pas  cette  propriété  sur  la  sphère.  Pour  faire  disparaître  cette 
difficulté,  nous  conviendrons  qu'en  déterminant  le  point  M 
par  les  coordonnées  p  ,  p^ ,  la  tangente  définie  par  la  premièi-e 
coordonnée  p  sera  toujours  la  projection  d'une  génératrice 
rectiligne  du  premier  système  de  la  sphère;  et  au  contraire,  à 
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la  tangente  correspondante  à  pi  on  fera  correspondre  une 
génératrice  rectiligne  du  second  système.  Alors  à  un  système 
(f  ,  p,),  définissant  un  seul  point  M  du  plan,  correspondra  aussi 
un  seul  point  m  de  la  sphère.  Mais  au  système  (p,  ,  p) ,  défi- 
nissant le  même  point  M  du  plan,  correspondra  le  point  m' 
de  la  sphère,  diamétralement  opposé  au  point  M . 

Étant  donnés  deux  points  A  ,  B  de  la  sphère,  définis  par  les 
coordonnées  ? ,  p,  ;  p',  ?', ,  les  points  associés  A',  B'  auw)nt 
pour  coordonnées  p ,  p',  ;  p',  p, ,  et  les  points  diamétralement 
js  à  ces  derniers,  ?',  ,  p  ;  p,  ,  p'. 


II. 


Examinons  maintenant  les  propriétés  métriques  relatives  à 
ces  systèmes  de  coordonnées.  Nous  allons  rappeler  les  défi- 
nitions importantes  déjà  données  d'après  M.  Cayley  (ait.  61). 

Étant  donnés  deux  points  dans  le  plan  et  la  conique  (K), 
appelons  distance  des  deux  points  M  ,  M'  la  fonction  d  définie 
par  l'équation 


R  étant  le  rapport  anharmonique  des  points  M  ,  M'  et  de  ceux 
où  la  droite  iVI  M'  coupe  la  conique  (K) . 

De  même,  étant  données  deu?L  droites,  appelons  angle  de  ces 
deux  droites  la  fonct.on  V,  (Jéfînie  par  l'équation 

e     =K'  , 

R'  désignant  le  rapport  anharmonique  formé  avec  les  deux 
droites  et  les  deux  tangentes  menées  de  leur  point  de  rencontre 
à  la  conique  (K) . 

,Çes  définitions  subsistent  quand  on  soumet  la  figure  entière 
à  une  transformation  homjgraphique;  car  on  sait  que  l'homo- 
graphie ne  change  pas  les  rapports  anharraoniques.  Si  l'on 
soumet,  au   contraire,   la   figure  à  une   transformation  par 
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polaires  réciproques,  les  angles  se  changent  en  distances,  les 
distances  en  angles. 

Ces  définitions  étant  admises,  on  reconnaît  sans  peine  que 
deux  points  m  ,n  de  la  sphère  se  projettent  suivant  deux 
points  M  ,  N  du  plan,  tels  que  l'arc  mn  de  la  sphère  soit  égal 
à  la  distance  MN ,  prise  par  rapport  au  cercle  (K)  et  telle  que 
nous  venons  de  la  définir.  De  même,  deux  grands  cercles  de  la 
sphère  se  projettent  suivant  deux  droites  faisant  le  même 
angle  que  les  deux  grands  cercles,  pourvu  qu'on  mesure  l'angle 
des  droites  par  rapport  au  cercle  (K) . 

Ainsi  la  géométrie  de  h  sphère  est  identique  à  cette 
géométrie  plane,  dans  laquelle  on  prend  le  cercle  (K)  pour 
conique  absolue,  suivant  la  définition  de  M.  Cayley. 

Il  résulte  de  \h  que,  dans  la  suite,  nous  pourrons  considérer 
à  volonté  soit  les  figures  planes,  soit  les  figures  sphériques 
comme  rapportées  à  notre  système  de  coordonnées,  et  nous 
obtiendrons  en  même  temps  les  propriétés  métriques  des 
figures  planes  dans  la  géométrie  de  M.  Cayley,  et  celles  des 
figures  sphériques  avec  les  notions  ordinaires  d'angles  et  de 
distances. 


IIÎ. 


Proposons-nous  d'abord  de  déterminer  la  distance  de  deux 
points  M  ,  M'  par  rapport  à  une  conique  (K).  Soit,  comme  dans 
la  Note  précédente, 

l'équation  de  la  conique,  et  a  ,  p  ,y  ,  a',  P',  y'  les  coordonnées 
de  M  et  de  M'.  Tout  point  de  la  droite  MM'  aura  pour  coor- 
données a-f-Xa',  g  +  Xp',  y  +  X/'',  et,  en  exprimant  que  ce 
point  satisfait  à  l'équation  (1),  on  aura 

(2)     ;«{,S'»— 4«'7')  +  2X(|5p'— 2a7— 27«')  +  j5»--4«v=:0. 

Cette  équation  détermine  les  deux  valeurs  de  >  correspon- 
dantes aux  deux  points  d'intersection  de  la  droite  MM'  et  de 
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la  conique  (K) ,  et,  d'après  les  principes  connus,  le  rapport 
anharmonique  de  M  ,  M'  et  de  ces  deux  points  sera  égal  au 
rapport  des  racines  de  l'éqaation  précédente. 
En  appelant  r  ce  rapport,  on  a 


(3) 


4r  (^î— 4«7)(P'^— W7') 

On  déduira  de  là  la  valeur  de  r»  puis  la  distance  4  des  deux 
points,  pai"  la  formule 

(4;  e     =r  . 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  on  trouvera  q\ie  Tan- 
gle  V  des  deux  droites  définies  par  les  équations 

est  donné  par  la  formule 

(5)  r  =  r', 

où 

^'  r'      ""(n*— ■mp)(Ti'«—m'p') 

Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  ces  formules  dans 
notre  système  de  coordonnées.  Il  suffit  évidemment»  pour 
avoir  la  distance  des  deux  points  définis  par  les  coordonnées 
p  ,  p, ,  a  ,  ttj ,  de  substituer  aux  coordonnées  oitïinaires  leurs 
expressions  en  fonction  de  p  ,  pj ,  œ  ,  «j ,  ce  qui  se  fait  sans 
difficulté.  On  trouvé  ain«i,  presque  sans  calcul» 

(7)  8in^!=.fc^HeiIIf!i> 


(8)  cos' 


1      (p_pj  («-_«,) 

2-       (p^o.X.-.,) 


(9)  lang-^^-^^— Vr~^' 

A  h  surfece  de  la  sphère,  à  sera  l'are  joignant  les  deux 
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points;  3  siiîs  i^  corde,  c'ést-à-dire  ia  distance  rectiiigne  des 

deux  points.  On  voit  que  les  seconds  membres  de  ces  formules 
et  leurs  inverses  sont  les  six  rapports  anharmoniques  qu'on 
peut  former  avec  les  quantités  p ,  o, ,  a ,  a, . 

Examinons  maintecant  un  autre  problème,  et  proposons- 
nous,  étant  données  deux  droites,  se  coupant  en  un  point  (p  ,  p  J 
ôt  passâîjt  l'une  par  lo  point  (a  ,  a,),  Tautro  par  le  point  (^  ,  p^), 
de  trouvei*  langle  qu'elles  forment  entre  eltes.  Appliquons  les 
formules  (5)  et  (6).  Pour  la  première  de  ces  droites,  on  a 

et  pour  la  seconde  on  a  des  valeurs  semblables  ae  m'  ,n'  yp'. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  {6),  on  trouve 


(<0) 

r'      ~      MM, 

où 

(F- 

et,  par  suite, 

,       M         Aï, 

On  a  donc 

(H) 

^'  =  ^è^«4- 

Le  double  signe  correspond  aux  deux  sens  dans  lesquels  on 
peut  considérer  l'angle  des  droites,  ou  celui  des  grands  cercles 
de  la  sphère  se  projetant  suivant  les  droites. 

Nous  avons  obtenu  l'expression  do  la  distance  de  doux 
points  et  de  l'angle  de  deux  droites  dans  notre  système  de 
coordonnées.  Au  moyen  de  ces  expressions,  convenant  aussi 
aux  figures  sphériques,  on  démontrera  sans  difficulté  ies  pro- 
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positions  de  la  Troisième  Partie.  Nous  nous  contenterons  d'éia- 
blir  l'équation  fondamentale  (69)  de  l'article  33. 

Soit  un  triangle  sphérique  ABC,  dont  les  sommets  ont  pour 
coordonnées  a  ,  a^  ;  ^  ,  §,  ;  y  ,  -/,.  D'après  la  formule  (11),  les 
angles  A  ,  B  ,  C  de  ce  triangle  seront  donnés  par  les  formules 

«.A _ (g  — y)  («,~.6j  (g— y,)  («,  — PJ 
(«-^)(«.-v](«~l3J(«.-y,) 

,.B^(^-.a)(^,~y)(3-a,)(^,-yJ  , 
(^~7)(P,-«)(P-70(P.--«,) 

î:C  _  (y  —  S)  (y.  —  K )  (y  —  ^ J  (y,  —  g,) 
(7~«)(7.-|5)(7-«J('/.-p.)' 

d'où  il  suit,  en  multipliant  membre  à  membre,  et  en  appelant  S 
l'aire  du  triangle  ABC , 

«S^(,-yy(y-,p,)»(^-^a,)2 

K-v)'(7,~PV(.5.-c.)» 

Or,  soient  M  ,  M'  deux  points  de  la  sphère,  de  coordon- 
nées y, ,  p  pour  M ,  et  /3, ,  ■/  pour  M';  et  soient  $  ,  ^'  les  arcs 
AM  ,  AM'.  D'après  les  formules  (7),  on  aura 


(12) 

Î.S 

e    ~ 

sin*^2 

et  par  suite 

;L 

0 

sm- 
sm~ 

Les  points  B',C',  associés  à  B  ,C,  ont  pour  coordonnées 
^î/i  ;'/>?»;  Î6S  points  M  ,  M'  sont  donc  diamétralGraent 
opposés  à  B',  C,  et  nous  retrouvoms  la  formule  de  l'arti- 
cle 33. 

fl  est  à  remarquer  qu'en  extrayant  la  racine  quatrième  des 
deux  membres  de  l'équation  (12),  nous  avons  choisi  une  racine 
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particulière  du  second.  Ce  choix  se  justifie;  il  suffit  de  suppo- 
ser que  le  troisième  sommet  G  du  triangle  vienne  se  placer 
sur  l'arc  AB.  Les  deux  membres  deviennent  alors  «%aux  à 
l'unité. 


IV. 


On  peut  encore  appliquer  les  remarques  précédentes  à  l'in- 
terprétation dé  certaines  équations  considérées  soit  dans  le 
plan,  soit  sur  la  sphère. 

Nous  avons  vu,  dans  la  Note  précédente,  que  l'équation 

peut  représenter,  dans  certains  cas,  des  coniques  inscrites 
dans  un  même  quadrilatère  circonscrit  à  la  conique  (K).  La 
même  équation  représentera  alors  sur  la  sphère  des  coniques 
homofocales. 

Supposons  que,  dans  l'équation  (43),  /"(p)  et  f  (p)  soient  de 
degré  2n.  Alors  les  coniques  pJanes  seront  circonscrites  à  un 
polygone  formé  de  2n  tangentes  à  (K) ,  et  se  partageront  tous 
les  sommets  de  ce  polygone.  Les  coniques  sphériques  seront 
circonscrites  à  un  polygone  formé  de  2n  génératrices  rectili- 
gnes.  Si  l'on  désigne,  par  exemple,  ces  génératrices  par  les 
nombres  i  ,  2  ,3 ,  ...  ,  2n,  la  première  conique  contiendra 
les  sommets  (1  2)  ,  (2  3) ,  ...  ;  la  seconde,  (i  3)  ,(2  4), 
(3  5) ,  ...  ;  la  troisième,  (1  4) ,  (2  5) , ....  Or  l'équation  (13) 
peut  s'écrire 

j^(p--a.)(/)— g^)  .   (/>,  —  (/.)(/>.  —  «'.)_ 


i=i 


(p-b,){p-b\)  ■   (^,~.fc,)(p~6',) 


et,  si  l'on  tient  compte  de  la  formule  (M),  on  voit  que 
l'équation  précédente  exprime  la  propriété  suivante. 

Formons  les  n  segments  dont  les  extrémités  sont  les  points 
(a, ,  a\)  et  (6, ,  b'i) .  La  somme  des  angles  sous  lesquels  on 
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voit  e*s  segments  d  un  point  de  la  courbe  est  égale  à  un 
mc^ltipiê  de  !(,. 

Noub  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Soit  une  conique  (G) ,  circonscrite  à  une  série  de  polj^gones 
d'un  nombre  pair  de  sommets»  circonscrits  à  une  conique  (K) . 
Soient  A, ,  . . .  ,  A„ ,  ?t  sommets^  pris  de  deux  en  deux,  de  Tun 
de  ces  polygones;  Bi , . . .  ,  B» ,  a  sommets,  choisis  de  la  même 
manière,  d'un  autre  de  ces  poiygones.  La  somme  des  angles 
[par  rapport  à  (K)]  sous  lesquels  on  voit  d'un  point  de  la 
courbe  les  segments  A,B, ... ,  A»B,,  est  égale  à  un  multiple 
de  n. 

On  peut  généraliser  ce  théorème  en  prenant  tous  les  som- 
mets, et  alors  il  s'applique  aux  polygones  d'un  nombre  impair 
de  côtés,  ^iais  II  est  surtout  utile  sous  la  forme  précédente. 

Si  nous  nous  proposons  d'appliquer  cette  proposition  aux 
coniques  sphériques,  nous  voyons  tout  d'abord  que,  si  une 
conique  sphérique  est  cii'conscrite  à  un  polygone  formé  de  2» 
génératrices  rectillgnes  de  la  sphère,  n  sommets  au  plus  de  ce 
polygone  peuvent  être  réels.  En  joignant  ces  soramots  réels 
aux  sommets  correspondants  de  tout  autre  polygone-  inscrit, 
on  formera  des  segments  qui  seront  vus  de  tout  point  de  la 
conique  sphérique  sous  des  angles  dont  la  somme  sera  un 
muittplô  de  ï:.  Le  lieu  complet  des  points  tels  que  la  somme 
de  ces  angles  soit  un  multiple  de  r,  se  composera  de  cette 
conique  et  d'autres  coniques  homofocaies. 

Enfin,  une  application  de  ce  même  théorème  peut  être  faite 
à  la  théorie  de  certaines  surfaces  du  oecond  degré,  qu'on 
définit  de  la  manière  suivante. 

Soit  une  quadrique  (Q),  coupant  le  cercle  de  l infini  suivant 
une  conique  (Ç),  et  supposons,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général, 
que  la  conique  (G)  soit  circonscrite  à  une  série  de  polygones 
d'un  nombre  pair  2n  de  côtés,  circonscrits  au  cercle  de  l'in- 
fini, que  nous  appellerons  ici  (K).  Soient  doux  polygones 
inscrits  à  (G)  et  circonscrit*  à  (K),  et  formons  avec  leurs 
sommets  les  n  segments  A  ,  B, , . . . ,  A  B„ ,  définis  précedem- 
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ment.  Les  extrémités  de  cfs  segiBents  sont  sur  îa  conique  (C), 
et  par  chacune  de  ces  extrémités  A/,B,  on  peut  faire  passer 
une  génératrice  rectiiigne  de  (Q),  d'un  système  donné. 
Appelons  ces  génératrices  a^ ,  p<,  etCo  Alors  la  génératrice  d'un 
système  opposé,  passant  par  un  point  M  de  (C) ,  rencontrera 
toutes  ies  droites  fixes  a,- ,  ^^ ,  et  les  plans  passant  par  cette 
génératrice  et  par  les  droites  a.,  §<  auront  pour  traces  sur  le 
plan  de  TinSni  ies  droites  MA< ,  MB^.  Donc  l'angle  des  pians 
(M  ,  cti) ,  (M  ,  §<)  est  îe  mên)e  que  celui  des  droites  MA< ,  MB, , 
mesuré  par  rapport  au  cercle  de  T infini.  En  appliquant  donc 
le  théorème  déjà  donné,  nous  avons  ia  proposition  suivante  : 

QuaTiâ  une  quadrique  est  circonscrite  à  un  polygone  de  ^n 
commets  circonscrit  au  cercle  de  Vinfini,  on  peut,  et  d'une  infinité 
de  manières,  choisir  sur  celte  quadrique  deux  groupes  de  n  gêné- 
ratrices  d'un  même  système,  tels  que  les  plans  passant  par  un  point 
de  ia  surface  et  les  génératrices  du  premier  groupe  forment  avec 
les  plans  passant  par  le  même  point  et  les  génératrices  du  second 
groupe  des  angles  dont  la  somme  soit  égale  à  un  multiple  de  % . 

Par  exemple,  les  hyperboloïdes  étudiés  par  M.  Chasles 
(Journal  de  Liouville,  i"  série,  t.  î,  p.  324),  lieux  des  points 
tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  deux  droites  fixes  soit 
constant,  sont  circonscrits  à  une  série  de  quadrilatères  circon- 
scrits eux-mêmes  au  cercle  de  l'infini.  Ils  ont  un  axe  de 
symétrie  perpendiculaire  aux  deux  droites  fixes,  et,  si  Ton 
prend  deux  de  leurs  génératrices  quelconques  d'un  même 
système,  l'angle  sous  lequel  on  verra  ces  droites  d'un  poini 
variable  de  la  surface  est  égal  à  celui  sous  lequel  on  voit  leurs 
symétriques  par  lapport  à  l'axe  de  symétrie,  qui  est  perpendi- 
culaire aux  deux  droites  fixes. 
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IVote  I^". 

Sur  quelques  surfaces  remarquables  du  second  degré  et  sur  les  cyclidw 
correspoûdantes. 


I. 

Les  résultats  obtenus  dans  la  Tromème  Partie  sont  fondés 
sur  une  propriété  importante  de  la  fonction  qui  exprime  le 
carré  de  la  distance  de  deux  points,  en  géométrie  plane. 
Cette  fonction,  quand  les  deux  points  sont  dans  un  plan,  se 
déconf\pose  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires.  Une  telle 
décomposition  ne  peut  plus  se  faire  quand  les  deux  points  que 
l'on  considère  sont  situés  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace.  Mais  nous  allons  voir  qu'elle  subsiste  quand  on 
considère  les  distances  des  points  de  l'espace  à  des  droites. 

Soient,  en  effet, 

^  ^  (  P'  ==  k'x  +  B'y  +  C'z  -h  D-  =  0 

les  équations  d'une  ligne  droite.  En  appliquant  les  méthodes 
de  la  géométrie  analytique,  on  trouvera  la  formule  suivante, 
qui  donne  la  distance  ^  d'un  potnt  {x  ,y  ,  z)  àh  droite, 

A*— __     (A'P  — APT-H(BT— BP-)'  +  (C'P— CP')' 

~  (A'*  -f-  B'  -h  C)  [K"  +  B''  4-  C")  —  (ÂA'  -f-^BB'  +  C<VT' 
^^        (A^+B'-hC')P'^-i-(A'"4-B'''-HC^')P'— 2(AA'+BB'+CC0PP' 
(À'4- B'  + C)  (A'^'^  B'^'+C'O  — (AA' +BB' -t- GC')' 

Cela  posé,  supposons  qu'on  ait  choisi,  pour  déterminer  la 
droite,  les  d^vx  phns  qu'on  peut  menei  pir.  la  droiie  ûangen- 
tiellement  au  cercle  de  l'infini.  Ces  plans  sont  distiiiSts,  tant 
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que  la  droite  ne  rencontre  pas  le  cercle  de  l'infini.  Supposons 
que  ce  soient  les  plans  (P) ,  (P') .  On  aura  alors 

(3)  A*  +  B'4-C'  =  A'*  +  B"  +  C"  =  0, 

et  la  formule  (2)  deviendra 

_  2PP' 

^^^  ^*-âFTbFTcc'' 

On  voit  que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  à  une  droite 
fixe  se  décompose  en  deux  facteurs  linéaires  par  rapport  aux 
coordonnées  du  point.  Ces  facteurs  sont  évidemment  imagi- 
naires. 

Réciproquement,  étant  donnés  deux  plans  quelconques 
(P) ,  (P') ,  tangents  au  cercle  de  l'infini,  le  produit  PP'  des 
premiers  membres  de  leurs  équations  représente,  d'après  la 
formule  (i),  une  quantité  proportionnelle  au  carré  de  la 
distance  à  leur  droite  d'intersection. 

Soient  $  ,  tî'  deux  droites  définies,  l'une  par  les  plans  P  ,  P' , 
l'autre  par  les  plans  Q  »  Q',  ces  quatre  plans  étant  tangents  au 
cercle  de  l'infini.  Les  plans  P,Q;P',Q'  déterminent  deux 
droites  ô\$\  qui  forment  un  couple  associé  au  premier.  De 
même,  les  combinaisons  P  ,  Q'  ;  Q  ,  P' ,  déterminent  deux  nou- 
velles droites  <î" ,  $\  formant  un  nouveau  couple.  Ces  six 
droites  forment  les  trois  couples  d'arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  circonscrit  au  cercle  de  l'infini,  et  ces  droites  asso- 
ciées donnent  lieu  à  plusieurs  propriétés. 

Par  exemple,  on  a,  en  désignant  par  di  la  distance  d'un 
point  de  l'espace  à  la  droite  correspondante, 

5*5'»  =  JfcPP'QQ'  ,      a'*8"=:ifc, PP'QQ'  , 

k  y  k^  étant  des  constantes   que  la  formule  (4)   apprend  à 
déterminer. 
Donc 

(5)  Î'5"  =  A55'  , 

et  nous  sommes  conduits  au  théorème  suivant  : 
Étant  données  deux  droites  quelconques  de  l'espace,  si  par 
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ces  droites  on  mène  les  plans  tcngents  au  c«i?cle  àe  Vin&ui, 
on  forme  un  tétraèdre  tel  que  les  produits  des  distances  d'uiî 
point  aux  trois  couples  d'arêtes  opposés  conservent  des  rapports 
constants  quand  le  point  se  déplace  dans  l'espace. 

Étudions  ces  plans  tangents  au  cercle  de  l'inâni-  Yoici 
comment  on  peut  former  leur  équation  la  plus  générale. 
Soient  (P) ,  (P)  deux  pians  rectangulaires  quelconques,  et 
désignons  par  p  ,  p'  les  distances  d'un  point  de  l'espace  à  ces 
plans.  On  aura  des  équations  de  la  forme 

P  =  a?C0Sa4-?^CGS,8-)-  ZCOiy^h, 
OÙ 

et  de  même, 

p'  ™  .î?COSa'  -»-  ^cosp'  -h  ZCOSy'  —  /*'  . 

D'ailleurs 

COSaCOSa'  •+■  COS^C08,6'  -f-COSyCOS-/'  =0  • 

Cela  posé,  Téquatioa  d'un  plan  (P)  tangent  au  cercle  de 
l'infini  est 

(6)  P  =  MP  +  îp'), 

où  )i  est  une  constante  réelle.  Celle  du  plan  conjugué  P'  est 

(7)  ?'  =:l{p-ip')  . 

Appelons  maintenant  ^  la  distance  du  point  (aî,y,z)  à  la 
droite  (p  ,p')  ou  (P  ,  P') ,  et  w  l'angle  que  fait  avec  le  plan  (p) 
le  plan  passant  par  ce  point  et  par  la  droite.  On  a 


et  par  suite 

(8) 

P  =  1S<>"", 

P'r^XSô-^ 

d'où 

(9) 

P 

PP'=).*5^ 

formules  dont  la  premièfe  seule  n'avait  pas  été  établie  plus 
haut. 
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Si ,  pour  un  second  point  (a?, ,  y, ,  -?,)  les  fonctions  P  ,  P' 
prennent  les  valeurs  P, ,  P', ,  et  (î  ,  co  les  valeurs  ^, ,  o, ,  on  a 


P' 

P7^^ 

et  par  suite, 

m 

P  .P.        .(. 
P'    P/ 

ùt'-i,,^  est  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  deux  plans  pas- 
sant par  la  droite  (P  ,P')  et  par  les  deux  points  considéréb. 
L'équation  précédente  exprime  un  théorème  connu. 

Associons  à  la  droite  (P  .  P')  une  seconde  droite  (Q  ,  0'), 
définie  de  la  même  manière.  On  aura  ici 

'ii^'      Q 

et  par  suite 

ï  <(«»+«•)       PQ 

=  p^ 

Les  droites  (P  ,  0)  »  (P'»  Q')  forment  un  couple  associé  aux 
deux  premières.  Nous  avons  dans  le  second  membre,  à  un 
facteur  constant  près ,  le  rapport  des  carrés  des  distances  du 
point  (a; ,  y  ,  z)  k  ces  droites. 

Donc  si  Ton  a  deux  droites  ô  ,$'  -,  et  un  couple  de  droites 
associées  $',$',  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  l'espace  aux  deux  droites  $  ,  «î'  est  une  fonction  ke*^'^^  ^''  de 
la  quantité  w  +  w' .  Ces  angles  w .  w'  sont  ceux  que  font  les 
plans  passant  par  le  point  variable  et  les  droites  §'\d", 
respectivement  avec  des  pians  fixes  passant  par  ces  deux 
droites. 

Si(^  et  ^'  deviennent  imaginaires  conjuguées,  un  des  couples 
associés  sera  formé  de  droites  réelles,  et  Ton  pourra  remplacer 
le  rapport  des  distances  à  deux  droites  imaginaires  par  tme 
fonction  imaginaire  des  éléments  géométriques  réels  «>,«'. 

D'après  ceîa,  étant  donnée  une  surface  telle  que  le  produit 
des  distances  d'un  de  ses  points  à  n  droites  ^, , . . .  ,  J,  soit 
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proportionne!  au  produit  des  distances  du  mi^me  point  à  n 
autres  droites  5',  , ...  ,(î'„,  on  pourra  dire  qu'analytiquement 
cette  définition  revient  à  la  suivante  : 

On  a  2n  droites  Si  ,  e,  ,  ...  ,  £,„  (associées  aux  couples 
6i ,  $'i) .  Pour  chacune,  on  mesure  l'angle  que  fait  le  plan 
déterminé  par  elle  et  par  un  point  quelconque  M  de  la  surface 
avec  un  plan  fixe  parallèle  à  la  droite.  La  somme  de  ces  angles, 
comptés  dans  un  sens  déterminé,  est  constante. 

Mais,  comme  les  droites  servant  à  l'une  au  moins  des  deux 
définitions  sont  imaginaires,  le  lien  établi  n'a  qu'une  valeur 
purement  analytique,  et  il  peut  simplement  servir  à  faire 
reconnaître  Tanalogie  de  deux  lieux  géométriques  dont  les 
définitions  pourraient  paraître  très  différentes  au  premier 
abord . 

La  remarque  précédente  aurait  cependant  une  plus  grande 
importance  si  la  surface  définie  par  l'équation 

5,û,  ...S„— /r.S',S',  ...  5'„ 

conservait  la  même  définition  avec  une  infinité  d'autres  sys- 
tème des  2n  droites.  Lorsque  ces  droites  deviendraient  ima- 
ginaires conjuguées,  il  faudrait  leur  substituer  les  droites 
associées  réelles  e. ,  et  adopter  la  seconde  définition.  Nous 
sommes  donc  conduits  à  nous  proposer  la  question  suivante, 
analogue  à  celle  que  nous  avons  résolue  pour  le  plan 
(art.  27)  : 

Une  surface  peut-elle  être  représentée,  et  d'une  infinité  de 
manières,  par  une  équation  de  la  forme 

S.  ...  Sn  =  k.^\  ...3'„? 
Soit 

chaque  plan 

P  — 0 

devra  couper  la  surface  suivant  2n  droites. 

Si  une  infinité  d'équations  de  la  forme  précédante  convien- 
nent à  la  surface,  celle-ci  sera  donc  réglée,  et  même,  à  ce 
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qu'il  semble,  admettra  un  double  système  de  génératrices 
reetilignes.  Ce  fait  ne  peut  se  présenter  que  si  le  lieu  se 
décompose  en  surfaces  du  second  degré.  Nous  allons  voir  que 
cette  hypothèse  peut  se  réaliser. 


II. 


Soit  une  quadrique  (Q) ,  et  une  conique  (C)  située  d'une 
manière  quelconque.  Supposons  qu'il  existe  une  série  de  poly- 
gones plans  d'un  nombre  pair  2n  de  côtés,  circonscrits  à  (C) 
et  inscrits  à  (Q) ,  et  considérons  l'un  quelconque  de  ces 
polygones. 

Soient  f,  ,Pj ,  .. .  ,pn;p't ,  p'i,  ...  ,p'n  les  deux  groupes  for- 
més en  prenant  de  deux  en  deux  les  côtés  de  ce  polygone. 
L'équation  de  la  section  de  (Q)  par  le  plan  de  (C)  pourra  être, 
comme  orr  sait,  représentée  par  une  équation  de  la  ibrme 

(H)  P^P,---Pn=^k.p\p\,..p\, 

où  Pi ,  p'i  désignent  les  distances  aux  côtés  eorrespondartts  du 
polygone.  L'équation  précédente  convient  en  même  temps  à 
d'autres  coniques,  qu'on  peut  définir  de  la  manière  suivante  : 
Supposons  que  la  section  de  (Q)  contienne  les  sommets 


PtP\  ,P\P^,P,P\,  ••.• 
Les  sommets 

PiP.»P\P\iP*Ptr  ••• 

seront  sur  une  autre  conique,  les  sommets 

PrP\iP\P»>   '■' 

sur  une  troisième  conique,  et  ainsi  de  suite.  La  dernière  de 
ces  coniques  se  réduit  à  une  droite,  si  n  est  impair. 

Toutes  ces  coniques  sont  inscrites  dans  un  même  quadri- 
latère, circonscrit  à  (jQ)  et  à  (Q) ,  et  par  chacune  d'elles  on 
peut  faire  passer  une  quadrique  inscrite  dans  la  développable 
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Soient  (Q') ,  (Q")  ,  •  •  •  ies  quadriques  ainsi  définies;  la  der- 
nière sera  un  plan,  si  n  est  impair. 

Cela  posé,  menons  par  chacun  des  côtés  Pi,p\  des  pians 
tangents  à  la  quadrique  (Q),  se  coupant  conséoutivemeDt 
suivant  des  génératrices  rectilignes  de  (Q)  passant  aux  points 

Soient  P.  ,  F,  les  plans  ainsi  obtenus.  Uéquation 

(iz)  P.P.  ...P.=:/r,.P'.P',...P', 

représente  une  surface  ayant  avec  la  quadrique  2w  droites 
communes,  celles  qui  passent  par  les  2 n  sommets.  De  plus» 
on  peut  disposer  de  A-,  de  telle  manière  que,  si  Ton  coupe  par 
le  plan  de  (C) ,  l'équation  (12)  se  réduise  à  Téquation  (il) ,  et 
oâ?  conséquent  le  lieu  représenté  par  cette  équation  aura, 
avec  la  quadrique  (Q) ,  2n  droites  et  une  conique  communes. 
Il  devra  donc  contenir  la  quadnque  (Q) .  Pour  la  môme  raison, 
il  contiendra  les  quadi'iques  (Q') ,  (Q") , , . .  ,  inscrites  dans  la 


développable    (C)  (Q)  j  et  déjà  définies. 


Nous  avons  donc  le  théorème  suivant,  équivalent  à  celai  de 
l'article  38  : 

Le  lieu  représenté  par  réquatim 

(13)  P,P,  ...P,==A?.P',P\...P'„ 

p&ut  se  décomposer  en  quadriques ^  toutes  inscrites  dam  vne  même 
déceîoppable  y  et  alors  r ensemble  de  ces  qiuuiriques  peut,  d'une 
infinité  de  manières,  être  représenté  par  une  équation  de  la  forme 
précédente.  Tous  les  plans  P. ,  ?  .  demeurent  tangents  à  toutes  les 
quadriques. 

Si  n  est  impair,  Pane  de  ces  quadriques  se  réduit  à  un 
plan. 

Nous  aiions  ftire  deux  applications  intéressantes  de  ce 
théorème.  

1*>  Supposons  que  dans  la  développable  |  (C)  (Q)  j  on  puisse 
inscrire  une  sphère;  les  plans  P,  ,  P'. ,  dans  toutes  les  équa- 
tions de  la  forme  précédente,  demeureront  taugents  à  la 
sphère.    L'anallagmatique    dérivée    du    lieu   représenté   par 
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réquation  (18)  aura  donc,  d'après  les  résiiHats  de  l'article  44, 
une  infinité  d'équations  de  la  forme 

R,i\  ...  R,.=rA.R',ï\%...  fin. 

ITailleurs,  elle  se  décompose  en  cycîides  homofoeales,  corres- 
pondantes aux  différentes  qiiadriques  faisant  partie  du  lieu 
représenté  par  l'équation  (13).  Nous  avons  donc  la  proposition 
suivante,  déjà  énoncée,  pour  le  cas  particulier  de  quatre  pôles, 
par  M.  Moutard  -. 

L'équation 
(14)  R.R,...  H«=:  A:. r,r,...r„ 

peut  convenir  à  ton/:  les  points  d'une  cyclide.  Il  suffit  qu'on  fuisse 
inscrire  dans  la  focale  un  polygone  formé  de  2w  génératrices  de  la 
déférente,  et  alors  Véquation  (14)  représentera,  en  même  temps  qve 
la  cyclide,  d'autres  cyciides  homofoeales. 

L'une  de  ces  cyciides  se  réduit  à  Tune  des  sphères  princi- 
pales, si  n  est  impair. 

2^  Supposons  qu'on  puisse  circonscrire  au  cercle  de  l'infini 
un  polygone  de  An  côtés,  ifjscvit  dans  (Q) .  Alors  Téquatioti  de 
la  quadrique  (Q)  pourra  s'écrire 

(iSj  P,P,  ...  P,„  =  A.P,P',...  P',", 

et  P:  1  P'<  sont  des  plans  tangents  au  cercle  de  Finfini.  Cette 
équation  exprime  donc  qu'il  y  a  un  rapport  constant  entre  les 
produits  des  distances  d'un  point  de  la  surface  à  deux  séries 
de  n  droites, 

*  1   5  »  î   î   'r  3  »  »  4  »   •  •  •    5  •  Sn  — {   ,  'în  , 

d'une  part,  et  les  droites 

P'.,P',;P'3,P\;  ...;P'„._>,P',„ 

pour  le  second  groupe.  Donc, 

Si  une  quadrique  est  circonscrite  à  un  polygone  de  An  sommets 
circonscrit  au  cercle  le  l'infini,  on  peut  choisir,  et  d'une  infinité  de 
manières,  deux  sérijs  de  n  droites,  telles  que,  pour  tout  point  de  la 
quadrique,  il  y  ait  un  rapport  constant  entre  les  produits  des 

15 
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distances  aux  Jenx  séries  de  droites.  Le  lieu  complet  des  points 
jouissant  de  cette  propriété  se  compose  de  plusieurs  (juadriqnes 
homo  focales. 

C't'st  la  généralisation  des  théurèmes  de  M.  Chaslcs  sur 
l'hyperboloïde,  lieu  des  poinls  dont  les  distances  à  deux 
droites  ont  un  rapport  constant.  Cet  hyperboloïde  est  la  plus 
simple  des  surfaces  considérées  ici,  et  les  théorèmes  généraux 
de  cette  Note  et  de  la  précédente  conduiraient  à  plusieurs 
propriétés  nouvelles  de  cette  surface.  Mais  nous  terminerons 
ici,  sans  insister  davantage,  notre  étude  des  diverses  formes 
et  des  applications  des  théorèmes  relatifs  aux  polygones  inscrits 
et  circonscrits. 
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l%otc  \. 


Sur  les  lignes  gêodésiques  et  les  lignes  de  courbure  dans  la  géométriô 
de  M.  Cayloy. 


ï. 


Dans  les  articles  61  et  62  du  texte  et  dans  la  Note  III,  nous 
avons  essayé  de  donner  une  idée  des  rapports  que  M.  Cayley 
a  établis  entre  la  géométrie  des  relations  métriques  et  celle 
du  rapport  anharmonique.  Les  théories  de  l'illustre  géomètre 
anglais  ont  été  résumées  dans  l'ouvrage  de  M.  Fiedier  sur 
les  formes  binaires.  Dans  ces  derniers  temps,  elles  ont  été 
développées  dans  un  Mémoire  important  de  M.  Klein  {Malhemor 
lischeAnnaîen.i.  IV). 

Une  fois  définies  les  notions  d'angles  et  de  distances,  les 
autres  définitions  de  la  géométrie  métrique  ordinaire  subsis- 
tent, et  peuvent  être  introduites  sans  aucune  difficulté.  C'est 
ainsi  que,  dans  l'article  62,  nous  avons  généralisé  les  notions 
de  focales  et  de  lignes  de  courbure.  Nous  allons  nous  occuper 
maintenant  des  lignes  géodésiques. 

Étant  donnée  une  figure  dans  l'espace,  prenons  pour  surface 
absolue  la  sphère  représentée  par  l'équation 

(1)  ^^4-î/'H-2»--R*=0. 

Alors  la  distance  de  deux  points  déterminés  par  les  coordon- 
nées {x  ,  y  ,z) ,  {x\  y'  ,2')  sera  donnée  par  la  formule 

...,*  {OCX'  +yy'  +  zz'~h^y 


(2) 


(oj' + 1^*  +  2» — R')  (a?"  +  y  '  »  +  2" — R») 
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tout  ii  fait  analogue  à  lu  {'orumlt'  f>i)  de  la  ^ote  !ll.  On  aura 

.)ÎISSi 

(.r°-f~y»-f  s^— ir;i.K-^  +  y'^-f  ^'^— H^)— :,iû;'-j-y|/'  +  ;z'— H^ 

,)  1    SI  n  'j  ;^": — • ■ 

■  '  (x'-i-y'-hz'—R')(x'^'f.  y"  i  z"  —  R') 

Pour  doux  points  intérieurs  n  l;i  sphère,  le  second  membre 
de  rcitle  équation  est  négatil';  la  distance  o  de  deux  points 
sei'a  d<.ne  une  quantité  imaginaire  de  la  forme  A  i. 

Si  le  point  {x' ,  ij' ,  2')  est  voisin  du  point  {oc  ,y  ,  z),  on  fera 

,r;'  =: x  +  d;r  ,       y'  —  y  +  dy  ,      z'  :=  z -i- dz  . 

et   la  fonnule   (8;.    en    y    remplaçant   sin't?  par  ô'  ou   d'y\ 
donnera 

(x"'-^y'^-hz''—K'')(dx'-+dy^'+dz')~{xdx-iydy+zdzY 

Telle  est  l'expression  de  la  distance  rfa  de  deux  points  infi- 
niment voisins. 

Nous  allons   maintenant  chercher   les   lignes  géodésiques 
d'une  surface  définie  par  l'équation 
(5)  f{x,y.f)^-0. 

Je  dis  que  ces  lignes  géodésiques  sont  caractérisées  par 
cette  propriété,  que  leur  plan  oseulateur  est  normal  nu  plan 
tangent  (c'e&t-àdire  passe  par  le  pôle  de  ce  pian^  On  voit 
que  cette  proposition  est  la  généralisation  de  la  propriété 
fondamentale  des  lignes  géodésiques  ordinaires. 

A  cet  effet,  prenons,  pour  plus  de  symétrie,  une  variable 
indépendante  quelconque  f,  et  soient  x\y\z'  les  dérivées 
àe  X  ,y  ,z  par  rapport  à  t. 

Nous  avons 

'T)  F"  Hil^U^. (-^^  ^yy'  -^-zz'Y 

^^  x'  +  y'-i-z'  —  W-      \x' +  y*  +  z-'—ny 

et  r intégrale  à  rendre  minimum  est 

(8)  Jyf.df. 
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les  variables  x  ,y  ,  z  étant  liées  par  réqaation  de  la  surfac.'c. 
D'après  les  principes  du  calcul  des  variations,  les  équations 
différentielles  de  la  ligne  géodésique  sont 


(9) 


ât 


â]/F 


'Il 

dx 


et  les  deux  équations  analogues  en  y  et  z. 

Il  reste  à  vérifier  que  le  plan  osculateur  ûc  h  ligne  définie 
par  ces  équations  est  conjugué  du  plati  tangenl  pai-  rapport  à 
la  sphère.  Or,  pour  que  deux  plans  ayant  pour  équations 

ma:  +  ny  -i-  pz  +  q  -=0  .      ni'j  -^  n'y-^  p'z  -^  tf  ■=-{) 

soient  conjugués  ou  normaux  (par  rapport  à  la  sphère),  il  faut 
que  Ton  ait 

W(mm'  -h  un'  -^pp')—qH'  —  0  . 

Appliquons  cette  relation  au  plan  osculateur  et  au  plan  tan- 
gent; il  faudra  qu'en  appelant  ar",  î/'',  z"  les  dérivées  secondes 
de  j- ,  i/ ,  ^ ,  on  ait 


df    df  df       df         df         àf 

L     1  L      X  — -  ■+-  tJ    —  4-  z  - 

âx  dy   âz       dx      -^  dy         âz 


(iO) 


=rO 


(V  les  t'ormuies  (9),  développées,  nous  donnent  des  expres- 
sions de  la  forme 


EL 

âx 


=  Ax  + 


Cx'  , 


(11) 


^~kz+  Hz  +  C^ 
az 


et  réquation  à  vérifier  prend  alors  la  forme 


dx      -^  dy  âz 
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OU,  en  substituant  les  valeurs  de  -7-  '  -r-  •  t-  • 

àx     dy     dz 

et  Ton  reconnaîtra,  en  substituant  les  valeurs  de  A  .B,C, 
que  cette  dernière  équation  se  vérifie  identiquement. 

Notre  théorème  est  donc  démontré  :  Les  lignes  géodésiques 
ont  leur  plan  osculateur  normal  au  plan  tangent. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  la  ligne  la  plus  courte  entre 
deux  points  de  l'espace  est,  dans  la  géométrie  de  M.  Cayley, 
la  ligne  droite  qui  joint  ces  deux  points.  Car  la  ligne  la  plus 
courte  réunissant  deux  points  de  l'espace  sera  géodésique  sur 
toutes  les  surfaces  qui  la  contiendront,  et  par  conséquent 
devra  avoir  son  plan  osculateur  indéterminé.  Ainsi, 

Dans  la  géométrie  de  M.  Cayley,  les  lignes  droites  sont  les  lignes 
les  plus  courtes  entre  deux  points. 

On  suppose  toutefois  qu'en  allant  duii  point  à  l'autre  on 
ne  rencontre  pas  la  sphère;  car  alors  il  y  aurait  discontinuité, 
la  distance  devenant  infinie.  Ainsi,  les  deux  points  doivent  être 
à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  la  sphère. 

Il  suit  du  théorème  précédent  qu'on  saura  déterminer  les 
lignes  géodésiques  sur  toute  surface  du  second  degré  (Q). 
Car  soit  (S)  la  sphère  absolue;  la  surface  développable  ayant 
son  arête  de  rebroussement  sur  (Q)  et  tangente  à  une  qua- 
drique  quelconque  (Q')  inscrite  dans  la  développable  |  (S)  (Q)  j 
aura  précisément  pour  arête  de  rebroussement  une  ligne 
géodésique  de  (Q).  Il  y  a,  entre  ces  lignes  et  les  lignes 
ordinaires,  une  relation  qui  est  bien  exprimée  par  le  théorème 
suivant  : 

Une  ligne  géodésique  ordinaire  d'une  quadriquc  (0)  est  aussi 
ligne  géodésique  en  prenant  pour  absolu  toute  quadrique  homofo- 
cale  à  (Q) . 

De  nouvelles  conséquences  peuvent  être  déduites,  si  l'on 
emploie  la  méthode  de  transformation  définie  à  l'article  44  du 
texte.  Nous  avons  vu  que  cette  transformation  conserve  les 
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angles,  les  focales,  les  lignes  de  courbure  (art.  62).  Si  Ton  se 
sert  des  formules  14  de  l'article  44,  et  que  Ton  appelle  X  ,  Y  ,  Z 
les  coordonnées  du  point  correspondant  au  point  {x  ,y  .z),on 
trouvera 

(13)  ^fT  ~     ^x»  +  Y'  +  Z'— RT 

Ainsi,  l'arc  dd  défini  précédemment  se  ramène,  dans  la 
figure  anallagmatiquc  correspondante,  en  négligeant  un  facteur 
constant,  et  en  posant 


à 


X=-hY*  +  Z'  — B' 

Donc,  du  théorème  relatif  aux  lignes  les  plus  courtes  indiqué 
plus  haut,  et  des  notions  acquises  (art.  44  et  62)  sur  la  trans- 
formation considérée,  nous  concluons  les  propositions  sui- 
vantes : 

Les  lignes  rendant  minimum  entre  deux  points  de  l'espace 
l'intégrale 

^**'  J    X'  +  Y*-i-Z»  — R' 

sont  des  cercles  orthogonaux  à  la  sphère  définie  par  l'équation 
(15)  X'-+-Y'4-Z'  — R'  =  0  . 

Les  lignes  tracées  sur  une  surfa^cG  et  rendant  minimum  la 
même  intégrale  sont  celles  pour  lesquelles  il  y  a  une  sphère 
passant  par  trois  points  consécutifs-,  normale  à  la  surface  et  à 
la  sphère  fixe  (15). 

On  peut  déterminer  ces  lignes  pour  les  cyclides.  Elles 
correspondent  aux  lignes  géodésiques  de  la  surface  du  second 
degré  homologue  de  la  cyclide.  Leur  propriété  géométrique  est 
la  suivante  :  La  sphère  passant  par  trois  points  consécutifs  et 
normale  à  la  surface  est  tangente  à  une  cyclide  homofocale 
à  la  proposée. 
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II. 


Les  lignes  de  courbure  dans  la  géométrie  de  M.  Cayley 
peuvent  être  définies  (art.  62)  de  la  manière  suivante.  Ce 
sont  les  courbes  telles  que  les  normales  à  la  surface  en  tous 
leurs  points  forment  uïie  surface  développable.  On  sait  que 
les  normales  sont  les  droites  joignant  le  point  de  contact  du 
plan  tangent  au  pôle  de  ce  plan.  Mais  ici  le  principe  de  dualité 
exige  que  nous  introduisions  une  autre  droite,  que  nous 
appellerons  seconde  normale,  et  qui  sera  Vintersection  du  plan 
tangent  avec  le  plan  polaire  du  point  de  contact.  La  première 
et  la  seconde  normale  sont  des  droites  polaires  Tune  de 
Tautre.  Quand  on  prend  la  polaire  réciproque  de  la  surface  par 
rapport  à  la  sphère,  la  première  normale  se  transforme  en  la 
seconde,  et  réciproquement. 

Puisque  Ton  a  introduit  une  seconde  normale,  on  peut  se 
demander  quel  sera  le  lieu  des  points  de  la  surface  pour 
lesquels  les  secondes  normales  forment  une  surface  déve- 
loppable. On  aurait  ainsi  des  lignes  de  seconde  courbure,  mais 
ces  lignes  coïncident  avec  les  lignes  déjà  définies;  car,  si  les 
premières  normales  forment  une  surface  développable,  il  en 
est  de  même  des  secondes  normales,  qui  sont  leurs  droites 
polaires,  et  réciproquement. 

Ainsi,  sur  toute  surface,  il  y  a  un  double  système  de 
lignes  dont  les  tangentes  sont  conjuguées  dans  l'indicatrice 
et  dans  la  sphère,  et  qui  sont  telles  que,  pour  chacune  de  ces 
lignes,  soit  les  premières,  soit  les  secondes  normales  forment 
une  surface  développable. 

U  suit  de  cette  réciprocité  entre  les  deux  séries  de  normales, 
et  de  la  remarque,  faite  plus  haut,  que  ces  normales  se  chan- 
gent l'une  dans  l'autre,  que,  si  l'on  remplace  une  surface  (F) 
par  sa  polaire  réciproque  (F,) ,  prise  par  rapport  à  la  sphère 
absolue,  les  lignes  de  courbure  se  correspondent.  Ainsi, 

Une  transformation  par  la  méthode  des  polaires   réciproques 
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(la  surface  directrice  étant  la  sphèrv  absolue)  conserve  les  lignes  dt 
courbure. 

Si  maintenant  on  piend  les  deux  surfaces  (F)  .  <}\*  pour 
déférentes  de  deux  anallagmatiques  (1) ,  (2,) ,  nou3  voyons 
qu'il  y  aura  correspondance  entre  ces  deux  surfaces,  de  telle 
manière  qu'à  une  ligne  de  courbure  (ordinaire)  de  l'une 
corresponde  une  ligne  de  courbure  (ordinaire)  do  l'autre. 
Nous  avons  donc  une  transformation  de  surfaces  avec  conser- 
vation des  lignes  de  courbure.  Voici  comment  on  peut  défmir 
cette  transformation. 

Si  dun  point  ni  ie  (F),  comme  centre,  on  décrit  une  sphère 
orthogonale  a  la  sphère  directrice  (S) ,  et  la  coupant  suivant 
un  cercle  situé  dans  le  pian  (P) ,  ce  plan  (Pi  sera  le  plan 
polaire  de  w  et  touchera  en  m,  la  polaire  réciproque  ^F,) 
de  (F).  D'ailleurs,  en  considérant  (Fs)  comme  déférente,  au 
plan  (P)  correspondent  deux  points  de  ranaliagmatique  (2,)., 
qui  seront  les  sphères  de  rayon  nul  passant  par  l'intersection 
de  (S)  <d  de  i^P;.  En  réunissant  tous  ces  résultats,  nous  avons 
ia  piopo.sition  ^ui\uiîte  , 

Etant  donnée  une  surface  (1),  on  lui  mme  des  sphères  tangentes, 
orthogonales  à  \me  sphère  fixe  (S) ,  U  lieu  des  sphères  de  rayon 
uulj  passant  par  l'Intersection  de  ces  sphères  tangentes  et  de  (S), 
est  une  mrface  (i,) ,  dont  les  lignes  de  courbure  sont  les  trans- 
formées des  lignes  de  courbure  de  (1) .  La  relation  entre  {1)  et  (i,) 
est  réciproque.  Elles  admettent  pour  surfaces  déférentes  deux 
surfaces  polaires  réciproques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  (S). 

Il  est  à  remarquer  que  (1)  n'est  pas  nécessairement  anallag- 
matique  par  rapport  à  (S) . 

La  transformation  précédente  équivaut,  quand  la  sphère  (S) 
est  réelle  et  qu'on  la  change  par  une  inversion  en  un  plan,  à 
une  transformation  déjà  donnée  par  M.  0.  Bonnet  ('),  et  qu'on 
peut  définir  ainsi  ; 


(')  0.  Bonnet  :  Note  sur   un    genre  particulier  de    swr/iaces   réciproques. 
Comptes  rendue,  l.  XLlf,  p.  485-487. 
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On  mène  à  une  surface  les  sphères  tangentes  ayant  leurs 
l'entres  daiis  un  plan  donné  (P).  Le  lu'u  des  sphères  de  rayon 
nul  passait  par  T intersection  de  ces  sphères  et  du  pian  (P) 
est  la  surface  correspondante  à  la  première. 

Cette  dernière  transformation  fait  correspondre  à  au  point 
réel  de  Tune  des  surfaces  un  point  imaginaire  &e  l'autre. 
La  transformation  sphérique  n'a  pas  nécessairement  >3et  incon- 
vénient; il  suffit  que  le  rayon  R  de  la  sphère  soit  de  la  forme 
K  1/ — 1  pour  q\\d  un  point  réel  de  Tune  des  surfaces  corres- 
ponde un  point  réel  de  lautre.  Dans  la  Note  IX  nous  généra- 
liserons d'ailleurs  ce  mode  de  transformation. 

Nous  indiquons  ici  Tensemble  des  théorèmes  sur  les  lignes 
de  courbure  que  nous  avons  démontrés  ou  qui  résultent 
immédiatement  des  remarques  précédentes. 

Les  lignes  de  courbure  forment  deux  systèmes  de  lignes 
orthogonales,  et  conjuguées  par  rapport  à  rindicatrice  de 
chaque  point. 

Les  normales  en  tous  les  points  d'une  ligne  de  courbure 
forment  une  développable,  dont  l'arête  de  rebroussement  est 
ligne  géodésique  de  la  surface  des  centres  de  courbure. 

Si  l'on  a  un  système  triple  orthogonal,  deux  surfaces  de 
système  différent  se  coupent  suivant  une  ligne  de  courbure 
commune. 

Si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle  constant,  leur 
ligne  d'intersection  ne  peut  être  ligne  de  courbure  d'une 
surface  sans  l'être  en  même  temps  de  l'autre. 

Dans  une  étude  plus  complète  de  la  géométrie  cayleyenne, 
il  faudrait  considérer,  en  même  temps  que  les  lignes  géodé- 
siques,  leurs  polaires  réciproques,  qu'on  peut  définir  ainsi  : 

Étant  donnés  deux  plans  tangents  à  une  surface,  en  suivant 
l'une  de  ces  lignes,  qui  va  d'un  point  de  contact  à  l'autre,  le 
plan  tangent  effectue  la  moindre  rotation  possible.  Dans  la 
géométrie  ordinaire,  ces  lignes,  qu'on  pourrait  appeler  de 
moindre  rotation,  sont  celles  pour  lesquelles  la  normale  à  la 
surface  demeure  parallèle  à  un  plan  fixe.  Dans  la  géométrie 
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cayleyenne,  leur  déUMMiiination  exige  rintogration  d'une  équa- 
tion du  second  ordre.  Je  me  contenterai  de  donner  le  théorème 
suivant  : 

Étant  données  deux  quadriqucs  (Q)  ,  (Q') ,  toute  ligne  tracée 
sur  (Q)  et  dont  les  tangentes  sont  aussi  tangentes  à  (Q') ,  est 
géodésique  par  rapport  à  toute  quadrique  inscrite  dans  la 
développable  l(Q)(0')!,  ^^  ligne  de  moindre  rotation  par 
rapport  à  toute  quadrique  passant  par  rintersection  de  (0)  et 
de(Q'). 

Nous  avons  vu  que,  étant  donnée  une  cyclide,  on  sait  en 
trouver  les  lignes  de  courbure,  qui  sont  algébriques,  et  les 
lignes  de  longueur  nulle ,  qui  sont  transcendantes.  Plus 
généralement,  étant  donnée  une  surface  du  4®  oidre  à  conique 
double  (B) ,  on  saura  résoudre  les  deux  mêmes  problèmes, 
trouver  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  de  longueur  nulle, 
en  prenant  pour  absolu  une  quelconque  des  quadriques  (S) 
qui  lui  sont  inscrites.  Car  supposons  que  (S)  soit  une  sphère, 
ce  qu'on  peut  toujours  réaliser  par  une  transformation  homo- 
graphique,  et  considérons  (B)  comme  déférente,  (S)  comme 
sphère  directrice.  L'anal iagmatique  correspondante  se  com- 
posera de  deux  cyciidcs,  et  les  lignes  de  courbure  et  de 
longueur  nulle  de  (B)  par  rapport  à  (S)  coricspondront  point 
par  point  aux  lignes  de  même  définition  de  l'une  des  deux 
cyclides.  Ces  deux  cyclides  sont  transformées  par  rayons 
vecteurs  réciproques  Tune  de  l'autre. 
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."Voie  \i. 


Suc  la  tranbf'iririîtion  par  rayons  vectaurs  recirroq-je?  et  la  théorie  des 
pôles  secondaires  d?s  nycliies. 

Daiis  bés  études  sur  la  théci-ie  Jes  cyclides,  M.  Mou  tard  a 
considère,  en  même  temps  que  les  points  liommos  par  lui 
pôles  principaux  et  qui  sont  les  lenties  des  cinq  splu'i-es 
directrices,  d'autres  points  qu'il  a  appelés  pôlefi  secondaires,  et 
qui  possèdent  la  propriété  suivante.  Si  Ton  transforme  la 
ryelide  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  pôle  de  transfor- 
mation étant  en  un  de  ces  points,  et  le  module  étant  conve- 
n.ableraent  choisi,  on  obtient  une  surface  symétrique  de  ia 
première  par  rapport  à  un  plan. 

Si  nous  n'avons  pas  donné  place  à  cette  théorie  des  pôles 
secondaires  dans  notre  travail,  c'est  quelle  nous  paraît 
exprimer  d<*s  propriétés,  non  de,-  cyclides,  mais  de  la  méthode 
de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  C'est  ce 
que  nous  allons  montrer. 

Les  auteurs  qui  ont  écrit  sur  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  ont  dû  sentir  le  besoin  d'un  nom  plus- 
court  pour  désigner  cette  transformation.  Nous  rappellerons, 
ji  lexemple  des  géomètres  anglais,  inversion. 

Une  inversion  est  définie  par  la  sphcre,  lieu  des  points  qui 
se  correspondent  à  eux-mêmes.  Le  centre  de  cette  sphère  scia 
h-  pôle;  le  rayon,  le  module  de  l'inveision.  Voici  comment  on 
peut  définir,  étant  donnée  la  sphère  d"  inversion  (S) ,  les  couples 
de  points  correspondants  A  ,  A' . 

Si  Ton  considère  fun  de  ces  points.  A  par  exemple,  comnjc 
le  centre  d'une  sphère  de  rayon  nul  (A),  par  ri.ulersection 
de  (A)  et  de  /S)  passera  une  deuxième  splicre  de  rayon  nui  (A',) , 
dont  le  centre  sera  le  point  A'. 
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Ainsj,  deux  pomts  correspondants  sont  les  centres  des  deux 
spiières  de  rayon  nui  passact  pai-  un  même  eercie  de  ia 
splière  d'inversioii.  Ce  cercle  est  imaginaire  quand  tes  points 
sont  réels. 

Ouand  le  point  A  décrit  une  surface  il),  le  point  A'  décrit 
une  surface  (T).  Le  système  (2l  ,  i')  est  anallagmatique  par 
rapport  à  la  sphère  d'inversion,  et  la  déférente  est  l'enveloppe 
des  plans  perpendiculaires  sur  ie  milieu  de  A  A'. 

Si  ia  sphère  d'inversion  se  réduit  à  im  plan  (P) ,  alors  à  un 
point  A  correspond  le  point  symétrique  A'  par  rapport  à  (P). 
Les  points  A  ,  A'  sont,  comme  dans  le  cas  gt'^néral,  les  centres 
de  deux  splièics  de  rayon  nul  passant  par  un  même  cercle  du 
plan  d'inversion. 

Nous  avons  donc  deux  espèces  principales  d'inversions  : 
Vinversion  plaine,  qui  transforme  une  fij^ure  en  sa  symétrique 
par  rapport  au  plan  d'inversion,  et  Vinvei^sion  sphérique. 

]\  suit,  de  la  définition  que  nous  venons  de  donner,  que,  si 
deux  figures  (F),  (F')  sont  les  inverses  lune  de  l'autre  par 
rapport  à  la  sphère  d'inversion  (S),  on  peut  soumettre  le 
système  à  une  inversion.  Les  iigures  (F) ,  (F')  se  transforme- 
ront en  (F,)  ,(F',),  ia  sphère  (S)  en  (S,),  et  les  deux  figures 
(^\)'^''''')  seront  inverses  ou  réciproques  par  rapport  à  (S,). 
Si  la  sphère  (S)  se  transformaii  en  un  plan,  les  deux  figures 
(F,) ,  (F',)  seraient  symétriques  par  rapport  a  ce  plan. 

Nous  allons  nous  servir  de  ce-  remarques  pour  résoudre  la 
question  suivante  : 

Vue  figure  étant  soumise  successivennent  à  deux,  inversions 
1,1'^  trauver  tons  les  couples  d'inversion  produisant  le  même 
effet  qvs  les  deux  précédentes . 

Nous  commencerons  par  supposer  que  les  deux  inversions 
I,]'  soient  planes,  et  définies  par  les  pians  P  ,  P',  Alors, 
si  une  figure  (F)  est  soufnise  à  ces  transformations,  ii  faudra 
prendre  sa  symétrique  par  rapport  au  plan  P,  puis  la  syjné- 
trique  de  l;i  figure  obtenue  par  rapport  ^lu  plan  P'.  Ces  deux 
opérations  équivalent  à  une  rotation  autour  de  la  droite  PP', 
rotation  d'un  anyle  double  de  celui  des  plans  P  .  P' . 
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Ainsi,  une  rotalion  est  iéquivalent  de  deux  inversioriB  planes, 
et  par  conséquent  tout  dcplacenient  d'une  figure  dans  l'espace 
équivaut  à  quatre  inversions  planes. 

Nous  voyons  que  l'effet  de  nos  deux  inversions  1 ,  ï'  ne 
sera  pas  changé  si  aux  deux  plans  P  ,  P'  on  substitue  deux 
autres  plans  Q  ,  0%  ^e  coupant  suivant  la  même  droite  que 
les  premiers,  et  iaisant  le  même  angle  dans  le  même  sens. 

Si  les  deux  inversions  I  ,  i'  sont  sphériques,  en  les 
soun:ettant  à  une  même  inversion  convenablement  choisie,  on 
peut  les  transformer  en  inversions  piajxes,  et,  en  leur  appli- 
quant h  proposition  précédente,  on  est  conduit  au  théorème 
suivant  : 

Étant  données  deux  inversions  dé f nies  par  u's  sphères  (S)  ,  (S') , 
on  peut  toujours  les  remplacer  par  deux  nouvelles  inrersions.  Les 
dmx  sphères  (S,),iS',),  qui  définissent  ces  inversions,  passent 
par  l'intersection  des  deux  premières,  et  font  le  même  angle,  comité 
dam  le  même  sens,  que  les  deux  premières. 

Les  nouvelles  inversions  ainsi  définies  sont  évidemment  les 
seules  qui  puissent  remplacer  les  premières. 

Parmi  ces  couples  d'inversions,  définies  par  les  sphères 
(S,),  (S',),  ii  en  est  deux  qui  sont  particulièrement  remar- 
quables : 

l"  La  sphère  (SJ  peut  se  réduire  au  plan  radical  de  (S)  ,  (S') . 
Alors  !a  première  des  deux  inversions  sera  plane.  Donc 

Deux  inversions  quelconques  opérées  sur  une  figure  (F) 
équivalent  à  une  inversion  sur  la  figure  symétrique  de  (F)  par 
rapport  à  un  plan  convenablement  choisi. 

2°  La  sphère  (S',)  peut  se  réduire  au  plan  radical  de  (S) 
et  (S').  Alors  la  seconde  des  inversions  sera  plane.  Donc 

Deux  inversions  quelconques,  transformant  une  figure  (F) 
en  (F,) ,  peuvent  toujours  être  remplacées  par  une  inversion 
sphérique  qui  transforme  (F)  en  la  figure  (F',)  symétrique 
de  (F,)  par  rapport  à  un  plan,  et  par  l'inversion  plane  qui 
transforme  (F' J  en  (F,). 

Ce  dernier  résultat  a  été  indiqué  par  M.  Mannheim  {Journal 
de  Liouville,  t.  XV,  2®  série). 
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Ucvenoîis  aux  couples  d'inversions  sphériques  qui  pouvojit 
remplacer  les  deux  premières  (S) ,  (S'}.  Leurs  pôles  décrivent 
une  droite  fixe,  la  ligne  des  centres  de  (S)  et  de  (S');  ils  y 
déterminent  deux  divisions  homographiqucs,  dont  les  points 
doubles  sont  les  points  limites,  centres  des  sphères  de  rayon 
nul  passant  par  Tintersection  de  (S)  et  de  (S'),  et  dont  deux 
points  correspondants  sont  les  centres  de  (S)  et  de  (S').  U  n'y 
aura  donc  aucune  difficult.'  dans  la  construction  de  tous  ces 
couples  d'inversion. 

Examinons  maintenant  ce  que  devient  une  figure  après  un 
nombre  quelconque  d'inversions  I,  ,  I, ,  . . .  ,  I„ . 

Appelons  P  les  inversions  planes  et  S  les  inversions  sphé- 
riques. Les  inversions  l, ,  I,  peuvent  se  remplacer  par  une 
inversion  plane  P, ,  suivie  d'une  inversion  sphérique  S, ,  ce 
qu'on  peut  exprimer  par  la  formule 


On  aura  de  même 


1.1,==  P.  S.. 

Sn— lin  =  Pn  — iSn  • 

Donc 

(1)  I.   ...în  =  P,P,   ...P„_lS,.   . 

On  démontrerait  de  même  que 

(2)  1.  ...In  =  S',P\  ...P„_,. 

En  d'autres  termes,  une  série  d'inversions  planes  et  sphéri- 
ques peut  toujours  être  remplacée  soit  par  une  suite  d'inver- 
sions planes  et  une  inversion  sphérique,  soit  par  une  inversion 
sphérique  suivie  de  plusieurs  inversions  planes. 

J'ajoute  qu'on  peut  toujours  supposer  que  le  nombre  des 
inversions  planes  soit  pair.  En  effet,  s'il  est  impair,  consi- 
dérons par  exemple  la  suite 

P.  ...P„-iS„; 

au  lieu  de  S„ ,  définie  par  la  sphère  (S„) ,  de  centre  0  et  de 
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rayon  K,  prenons  i  inversion  définie  par  la  sphère  (S'„)  de 
centre  0,  iiiais  de  rayon  RK — i .  Les  inversions  S,, ,  S'„ , 
opérées  sur  une  même  figure,  donnent  deux  Sgurea  symétri- 
ques par  rapport  an  centre  0.  Or,  or)  déduit  une  de  ces 
figures  de  sa  symétrique  pa?  trois  inversions  planes,  définies 
par  trois  plans  rectangulaires  0  ,  0',  Q%  se  coupant  en  0.  On 
aura  donc 
(3;  S„==QO'Q'S'., 

et  comme  on  ajoute  trois  inversions  planes  à  un  nombre 
impair  de  ces  inversions,  le  nombre  total  sera  pair. 

Or,  deux  inversions  planes  équivalent  à  une  rotation,  un 
nombre  pair  d'inversions  équivaut  à  un  déplacement.  Donc 

Un  nombre  quelconque  d'inversions  peut  toujours  être  remplacé 
soit  par  un  déplacement  et  une  seule  inversion.,  soit  par  une  inversion 
suivie  d'un  déplacement. 

Deux  inversions  ne  sont  pas,  en  général,  échangeables;  pour 
qu'elles  possèdent  cette  propriété,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs 
sphères  soient  orthogonales. 

Soient  deux  sphères  orthogonales  (S) ,  (S')  définissant  les 
deux  inversions.  Leur  plan  radicai  (P)  et  la  sphère  (S.) ,  décrite 
sur  leur  cercle  d'intersection  comme  grand  cercle,  se  coupent 
à  angle  droit.  (P)  et  (S,)  définissent  donc  deux  inversions 
pouvant  remplacer  les  deux  peeraières. 

En  particulier,  si  une  figure  est  anallagmatique  par  rapport 
aux  deux  premières  inversions,  on  voit  que  l'inversion  définie 
par  la  sphère  (S,)  la  changera  en  une  surface  qui  sera  la 
symétrique  de  la  première  par  rapport  au  plan  radical  des 
sphères  (S) ,  (S') . 

Cette  proposition  entraîne  évidemment  les  propriétés  des 
pôles  secondaires.  J'ajoute  que,  si,  au  lieu  de  l'inversion  défJnie 
par  (S,) ,  on  prend  celle  qui  est  définie  par  la  sphère  concen- 
trique et  orthogonale,  elle  donnera  une  surface  symétrique 
de  la  première  par  rapport  à  la  ligne  des  centres  des  deux 
sphères  primitives  (S) ,  (S') . 

Une  cyclide  qui  a  cinq  pdles  principaux  a  évidemment  des 
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pôles  secondaires,  qui  sont  les  pieds  d(\s  hauteurs  des  cinq 
tétraèdres  qu'on  peut  former  avec  quatre  des  cinq  points. 

l.es  cinq  inversions  définies  par  cinq  sphères  deux  à  deux 
orthogonales  se  détruisent;  leur  effet  est  nul  sur  une  figure 
quelconque. 

Supposons»  en  effet,  que  trois  des  cinq  spiicres  se  réduisent 
à  des  plans  rectangulaires  Qj  ,  0* ,  Qj.  Les  deux  autres  S,  ,  S', 
auront  pour  centres  le  point  de  rencontre  de  ces  plans,  et  les 
carrés  de  leurs  rayons  seront  égaux  et  de  signes  contraires. 
Or,  d'après  la  formule  (3),  on  a 

ou 

On  passera  de  ce  cas  particulier  au  cas  généra!  par  une  iijver- 
sion  quelconque  ctTactirée  sur  rensemblc  de  la  figure  ('). 


CJ  Oïl  pourrait,  en  stiiv;>nt  les  :néUi<)iles  indiqiiéos  ici,  étendre  aux  inver- 
sions les  pitiposiLioni-;  relalivos  à  la  symétrie.  Par  exemple,  si  deux  inv^^rsionii 
effectuée?;  sur  une  ligiue  algébiia.ue  la  laissenf  invariable,  les  sphères 
iléliiiissant  ces  deux  luversions  foiu  un  ;ingle  coinmensurablo. 
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Sur  les  différentes  transformations  par  lesquelles  on  peut  déduire  du  tore 
la  cyclide  de  M.  Dupin. 

Nous  avons  vu  (art.  58)  que  la  cyclide  de  M.  Dupin  a  quatre 
points  coniques  disposés  par  couples  aa',  bb' ,  et  tels  que  les 
points  de  chaque  couple  soient  à  une  distance  nulle  de  ceux 
du  second.  Les  points  d'un  môme  couple  sont  ceux  par  lesquels 
passent  les  sphères  inscrites  d'une  même  série.  Ils  sont  réels, 
ou  imaginaires  conjugués.  II  est  clair  que  les  deux  couples 
aa\bb'  ne  peuvent  être  réels  tous  les  deux. 

Pour  que  la  cyclide  soit  transformée  en  un  tore  par  une 
inversion,  il  est  nécessaire  que  les  sphères  d'une  même  série 
soient  transformées  en  sphères  Mvant  leurs  centres  en  ligne 
droite,  et  il  suffît,  pour  obtenir  ce  résultat,  que  l'inversion 
employée  rejette  à  l'infini  deux  points  doubles  conjugués,  par 
exemple  a  .a'.  Le  pùle  de  l'inversion  doit  donc  être  sur  le 
cercle  lieu  des  points  à  une  distance  nulle  de  a  et  de  a'. 
Ainsi, 

Le  lieu  des  pôles  des  inversions  transformant  la  cyclide  en  tore 
se  compose  de  Jeux  cercles,  intersections  des  points  sphères  a,  a' 
et  b,b'. 

L'un  au  moins  des  deux  couples  a  a'  ,  bb'  étant  formé  de 
points  imaginaires  conjugués,  l'un  au  moins  des  cercles  sera 
réel.  Les  deux  le  seront,  quand  les  quatre  points  doubles 
seront  imaginaires.  Ces  deux  cercles  passent  d'ailleurs  l'un 
par  a  a',  l'autre  par  bb'.  Ils  sont  dans  les  plans  des  deux 
coniques  focales,  lieux  des  centres  des  sphères  inscrites,  et 
tangents  en  6  6',  a  a'  respectivement  à  ces  focales. 

On  peut  obtenir  les  résultats  précédents  d'une  manière  plus 
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élémentaire,  en  remarquant  que  la  cyclide  peut  être  considérée 
comme  Tenveloppe  d'une  sphère  tangente  à  trois  sphères 
fixes.  Si  l'on  peut  transformer  par  une  inversion  ces  trois 
sphères  fixes  soit  en  sphères  ayant  leurs  centres  en  ligne 
droite,  soit  en  sphères  égales,  la  cyclide  se  changera  en  un 
tore.  Nous  allons  retrouver  ainsi  les  inversions  indiquées  par 
M.  Mannheim  dans  son  étude  sur  la  cyclide,  et  nous  exami- 
nerons dans  quel  cas  elles  sont  réelles. 

Étant  données  trois  sphères  (S)  ,  (S')  ,  (S"),  les  pôles  des 
inversions  qui  les  transforment  en  sphères  ayant  leurs  cen- 
tres en  ligne  droite  sont  sur  le  cercle  orthogonal  des  trois 
sphères.  Ce  cercle  sera  imaginaire,  si  les  trois  sphères  se 
coupent  en  deux  points. 

Cherchons  maintenant  les  pôles  des  inversions  qui  transfor- 
ment les  sphères  en  trois  sphères  égales. 

Considérons  les  deux  premières  que  nous  appellerons  (S) 
et  (S').  Si  des  centres  rie  similitude  comme  centres  on  décrit 
des  sphères  passant  par  Tmlersection  des  deux  premières,  ces 
sphères  bissectent  les  angles  formés  par  les  deux  sphères 
données.  11  suffit  de  se  rappeler,  pour  reconnaître  ce  fait,  que 
toute  droite  passant  par  un  centre  de  similitude  de  (S)  et  de  (S') 
coupe  ces  deux  sphères  sous  des  angles  égaux. 

Les  deux  sphères  bissectrices  que  nous  venons  de  trouver 
conservent  évidemment  leur  propriété  quand  on  soumet  la 
ligure  à  une  inversion,  et  Tune  d'elles  ne  deviendra  un  plan 
que  si  les  deux  sphères  (S),  (S')  sont  changées  en  sphères 
égales.  Donc 

Le  lieu  des  pôles  des  inversions  transformant  deux  sphères  en 
sphères  égales  se  compose  de  deux  sphères  passant  par  Vintersection 
des  deux  premières,  bissectant  leur  angle,  et  ayant  pour  centres 
leurs  centres  de  similitude. 

En  appelant  S  ,  S'  les  puissances  d'un  point  par  rapport  aux 
sphères   données,    les    deux    sphères   bissectrices   ont   pour 

équations 

S_   ,    S^ 
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U  ei  R'  étant  les  donx  rayons.  Si  ces  rayons  ont  un  si^ne, 
comme  fola  arrivp  dans  les  problèmes  de  (ontaet,  et  en  parti- 
culier dans  celui  qui  nous  occupe,  le  lieiî  se  compose  d'une 
seule  de  ers  sphères. 

Consid/'.r-rtns  maintenant  trois  sphères  (S) ,  (S')  ,  iS") .  Ces 
iphijies,  j.riï<es  deux  à  deux,  donneront  lien  à  trois  sphères 
bissectrices,  ayant  leurs  centres  sur  Taxe  de  similitude  des 
trois  sphères  données,  et  passant  pnr  les  cercles  d'intersection 
de  ces  sphères.  Ces  tr-ns  sphères  bissectrices  couperont  donc 
à  angles  droits  le  cercle  ortho^'onal  des  trois  premières 
(S^  ,  (S')  ,  (S")  ,  et  elles  se  couperont  suivant  un  cercle,  inter- 
section des  deux  sphères  de  rayon  nul  dont  les  centres  sont 
situés  à  la  fois  sur  le  cercle  orthogonal  e(  sur  Taxe  de 
similitude. 

Donc  le  lieu  des  pâles  des  inversions  transformant  trois  sphères 
dont  les  rayons  sont  affectés  de  siijves  en  trois  sfhères  de  raj;ons 
igauT  et  de  mêmes  signes  est  un  cei  de,  intersextivn  de  deux  pQivls- 
sphèfes  situas  à  la  fois  sur  Vaxe  de  similitude  et  sur  le  cercle 
orthogonal  des  trois  proposées 

On  voit  que  ce  cercle  sera  réel,  toutes  les  fois  que  le  cercle 
orthogonal  sera  imaginaire  ou  ne  coupera  pas  l'axe  de  simi- 
litude. 

Nous  avons  par  conséquent  deux  inversions  transformant 
la  cyclide  en  tore,  celle  qui  remplace  les  sphères  proposées 
par  trois  sphères  ayant  Ipurs  centres  en  ligne  droite,  et  celle 
qui  les  transforme  en  sphères  égales.  De  ces  deux  mversions., 
une  au  moins  sera  toujours  réelle;  car,  si  le  cercle  orth<»^'onal 
devient  itriaeçinaire,  ia  première  ne  pourca  être  employée,  mais 
la  seconde  sera  certainement  réelle.  La  cyclide  est  donc,  dans 
lous  les  cas,  la  transformée  du  tore  par  une  inversion  réelle. 

Dans  une  étude  plus  complète  que  celle-ci  sur  la  cyclide,  H 
serait  utdc  de  remarquer  une  relation  de  réciprocité  à  laquelle 
elle  donne  lieu. 

En  général,  la  polaire  réciproque  d'une  cyclide  est  une 
surface   du    quatrième   ordre,    ayant    une   conique    double. 
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quatro  points  coiiiqneà;  en  un  mol,  c'est  la  transformée 
Iiomographiqiie  d'une  cyclidc  à  quatre  points  doubles.  Mais  on 
pmt  ckjji^ir  la  quudriiiiie  (h  telle  manière  que  la  cyclidc  ait  pour 
polai-rertciprogue  une  ajclide.  En  effet,  considérons  la  sphère  (S), 
passant  par  les  quatre  points  coniques  a  ,q>'  ,h ^h'  do  îa 
cyclidC;  et  fp.fi  coupe  lu  déférente  (A)  correspondante  suivant 
!es  qu&tre  droites  ah,  ah' ,  a'b,  a'b' .  Les  plans  tangents  double:? 
de  la  cyclide  passeront  par  le  contre  de  (S) ,  et  envelopperont 
uu  cOne  (0)  su{)pléjiiontaire  du  cône  asymptote  do  (A) .  Or,  il 
existe  comme  on  sait,  quatre  séries  de  quadriqrtos  honioliié- 
liqueg.  ayant  pour  centre  e-ommun  le  sommet  fiu  cône  (D) ,  et 
transformant  ec  cône  dans  le  cercle  de  î  infini.  La  polaire 
récrproque  de  la  cyclide  par  rapport  à  une  ib  ces  quadriquos 
sera  évidenjTTicnt  encore  ime  cyclide. 

panb  cette  transformation  par  polaires  réciproques,  aux 
qofitre  points  coniques  correspondeiit  les  quatre  pians  tangents 
singuliers,  aux  cercles  d'une  des  surfaces,  les  t*^neh  de  r>';vo- 
lution  circonscrits  suivant  les  cercles  de  la  polaire  r<^cipro~ 
que,  etc.  L>^s  quadriquesqui  servent  de l)ase  à  la  transformation 
ne  sont  réelles  que  si  !a  cyclide  a  deux  points  doubles  réels. 
i^a  pTopriété  que  nous  venons  de  signaler  nous  pai'aît  néan- 
moins présenter  quelqtie  intérêt,  parce  qu'elle  met  en  évidence 
les  relations  de  dualité  auxquelles  donne  lieu  la  cyclide  de 
M.  Dupiii. 
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T^ote  VUI. 


Bô  la  iransformatioii  par  rayons  vecteurs  réciproques  des  surfaces 
anallagmatiquss. 

I. 

Lue  surface  anallagrnatique  (2)  pcr.t  être  définie  comme 
l'enveloppe  d'une  suite  de  sphères  qui  demeurent  orthogonales 
à  une  sphère  fixe  (S),  que  nous  avons  appelée  sphère  directrice. 

Si  l'on  soumet  la  surface  à  une  inversion,  les  sphères  dou- 
blement tangentes  à  Tanallagmatique  (2)  se  changent  en  de 
nouvelles  sphères  orthogonales  à  la  sphère  (S')  inverse  de  (S). 
L'inverse  de  l'anallagmatique  (i)  sera  donc  une  anallagma- 
tique  {!') ,  ayant  pour  sphère  directrice  la  sphère  (S')  inverse 
de  (S) .  Il  y  a  ici  un  problème  à  étudier  .  Quelle  pelatiori  y 
a-t-il  entre  les  deux  déférentes  (B) ,  (B')  des  anallagmatiques 
(1) ,  {z')'!  Nous  allons  montrer  que  ces  deux  déférentes  sont 
homologiques. 

A  cet  eti'ct,  soit  0,  le  pôle  et  (S,)  la  sphère  de  l'inversion  à 
laquelle  on  soumet  (1) .  Deux  sphères  de  centres  j;  ,  g ,  et 
nngentes  à  (2) ,  se  transformeront  par  l'inversion  en  deux 
sphères  tangentes  à  {!'),  de  centres  p' .  q' .  Les  droites 
pp\qq'  iront  évidemment  passer  par  le  pôle  0,.  Donc  les 
deux  déférentes  (B)  ,  (B')  se  correspondent  point  par  point,  de 
telle  manière  que  les  droites  joignant  les  points  correspondants 
pp',qq'  aillent  concourir  au  pôle  0,.  Je  dis  maintenant  que 
les  droites  j)  9  ,p'q'  se  coupent  en  un  point  situé  dans  un  plan 
fixe  (P) ,  le  plan  radical  commun  do  (S) ,  (S')  et  (S,). 

En  effet,  par  l'intersection  des  deux  sphères  tangentes  à  (I) 
et  de  centres  jt) ,  ç ,  faisons  passer  une  sphère  orthogonale 
à  (S,) .  Cette  sphère  sera  aussi  orthogonale  à  (S)  ;  elle  aura 
donc  son  centre  dans  le  plan  radical  (P)  de  (S)  ,  (S')  et  (S,). 
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Comme  elle  est  orthogonale  à  (S,) ,  l'inversion  la  transformera 
en  elle-même,  et  elle  contiendra  par  conséquent  le  cercle 
d'intersection  des  deux  sphères  de  centres />', 7'.  tangentes 
à  (S').  Son  centre  sera  donc  aussi  sur  la  droite  p'q',  et  sera 
l'intersection  àe  pq  et  p'q'.  Comme  ce  centre  est  dans  le  plan 
radical  (P)  de  (S)  et  de  (S,) ,  la  proposition  est  démontrée. 

Ainsi  les  deux  déférentes  se  correspondent  de  manière  que 
les  droites  pp'  joignant  deux  points  correspondants  aillent 
passer  par  un  point  fixe  0, ,  et  de  telle  manière  que  les 
droites  pq  d'une  figure  aillent  couper  les  droites  correspon- 
dantes p'q'  do  rnutre  en  des  points  situés  dans  un  plan 
fixe  (P).  Les  déférentes  sont  donc  homologiques;  (P)  et  (0,) 
sont  le  plan  et  le  centre  d'homologie.  Donc, 

Si  l'on  soumet  une  anallagmatique  (2)  d  une  inversion  définie 
par  la  sphère  (S,)  de  centre  0, ,  elle  5h  change  en  une  anallagmati- 
que (2) .  Les  sphères  directrices  des  deux  anallagmatiques  sont 
inverses  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  (S,) .  Les  déférentes  sont 
homologiques ,  0  étant  le  centre  d'homologie,  et  le  plan  d'homologie 
étant  le  plan  radical  commun  à  (S,)  et  aux  deux  sphères  directrices 
de  {!)  et  (2J  (»). 

Ce  beau  théorème  est  dû  à  M.  de  la  Gournerie,  qui  l'a 
énoncé  pour  les  anallagmatiques  planes  dans  le  Mémoire  déjà 
cité.  Il  devient  illusoire  dans  le  cas  suivant  : 

Si  Von  soumet  (2)  à  une  inversion  transformant  sa  sphère 
directrice  en  un  plan  (P) ,  ranallagmatique  se  change  en  une 
surface  {!'),  symétrique  par  rapport  au  plan  (P) .  Les  sphères 
doublement  tangentes  se  changent  en  sphères  ayant  leur 
centre  dans  le  plan  (P) ,  mais  dont  le  rayon  n'est  plus 
défini. 

(')  On  peut  ajouter  que  les  deux  sphères  directrices  sont  aussi  homolo- 
giques avec  le  même  centre  et  le  même  plan  d'homologie.  II  résulte  de 
cette  remarque,  par  e.xemple,  que  les  polaires  r<^ciproques  des  déférentes 
par  rapport  nux  sphères  diieciriees  sont  aussi  homologiques.  De  plus, 
puisque  les  deux  sphères  directrices  sont  correspondantes,  on  conuaîtra, 
en  même  temps  que  le  centre  et  le  plan  d'homologie,  le  rapport  ou  module 
d'homologie. 
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Nous  allons  donner  des  règles  simples  relatives  à  ce  cas 
particulier. 

II. 

Arrivons  à  F  ex  a  m  en  du  cas  singulier  dans  iequci  T  inversion 
change  Tanailagma tique  (2)  en  une  surface  (1')  ayant  un  plan 
de  symétrie.  Les  sphères  tangentes  à  ranallagniatique  (2)  se 
changent  c:i  spiières  ayant  leur  centre  dans  le  plan  de  symé- 
trie, et  dont  le  rayon  ne  peut  plus  être  déterminé.  Les 
remarques  siîivantes  vont  nous  permettre  de  déterminer  ces 
rayons. 

Soit,  pour  plus  de  simplicité,  une  cyclide  (K;  ayant  pour 
délerente  la  quadriquc  (D) ,  et  pour  directrice  la  sphère  (S). 
Soit  (B,)  la  polaire  réciproque  de  (B)  par  rapport  à  (S).  La 
cyclide  (KJ  ayant  (B,)  pour  déférente  correspondra  point  par 
point  à  (K)  y  et  les  lignes  de  courbure  des  deux  surfaces  seront 
<x>rrespondantes  (Note  V).  Remarquons  d'ailleurs  que  (  hacune 
d'elles  aura  pour  focale  la  section  de  l'autre  par  la  sphère 
directrice.  Cette  relation  se  conserve  si  Ton  transforme  par 
inversion;  et,  si  les  deux  cyclides  sont  changées  en  cyclides  à 
plans  de  symétrie ,  la  focale  de  chacune  d'elles  sera  la  section 
principale  de  l'autre. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnée  une  cyclide  (K)  à  plan  de  symétrie,  les  sphères 
dûuhlemcnt  tangentes  ayant  leur  centre-  dans  le  plan  de  symétrie 
peuvent  être  délinics  par  la  propriété  suivante  :  Les  sphères  de 
rayon  nul  passant  par  leur  intersection  arec  le  pian  de  symétrie 
décrivent  une  cyclide  (K,) ,  ayant  pour  focale  la  section  principale^ 
et  pour  section  principale  la  focale  de  la  première.  Les  lignes  de 
courbure  det  deux  cyclides  (K)  ,  (K,)  sont  des  lignes  correspon- 
dantes. 
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IVofe  IUL. 

Deis  surfaces  qui  demourent  invariables  quand  on  les  tra-nsfornie  par 
polabrea  r&ciproqa?s,  et  des  méthodes  (h  transformation  des  surfaces 
avec  conserîation  des  ligues  de  courbure 

I. 

Une  grande  partie  de  c^  travail  a  été  consacrée  à  rcxamcn 
des  propriétés  des  surfaces  qui  doirieureiit  invariables  par  une 
invert^ion  convenablemeTit  choisie. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  peut  servir  de  gu'de  dans 
l'étude  d'une  question  plus  générale  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Trouotr  les  surfaces  qui  demeurent  iniariablcs  quand  on  les 
soumiil  à  une  transformation  d'une  nature  déterminée. 

A  cet  effet,  on  cheichera  les  surfaces  les  plus  simples  satis- 
faisant à  la  condition  précédente,  et  contenimt  au  vùmM>  troi? 
paramètres;  les  surfaces  les  plus  générales  répon-daiit  à  \à 
question  pourront  être  engendrées  comme  enveloppes  des 
précedejites. 

C'est  ainsi  que,  si  Ton  veut  trouver  toutes  les  su' faces 
qu'une  inyersion  laisse  invariables,  on  remarque  que  lej» 
sphères  orthôgonalBs  à  îa  sphère  d'inversion  satisfont  à  cette 
condition,  et  lés  surfaces  anallagmatiqucs  générales  sont  les 
ftnv..loppes  d'une  série  simple  ou  double  i\c  ces  sph6res. 

Nous  allons  ici  traiter  une  question  de  ce  genre,  et  examiner 
comment  on  peut  eiigendrer  toutes  les  surfaces  qui  coïncident 
avec  leur  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  quadrique  (S> , 
Nous  pouvons  supposer,  sans  restreindre  la  généralité,  que 
celte  quadrique  soit  une  sphère,  et  nous  allons  d'abord 
examiner  s'il  existe  des  quadriques  qui  soient  leurs  propres 
polaires  réciproques. 

Soient  (0)  Tune  de  ces  quadriques..  et  (0')  sa  polaire  réci- 
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proque.  On  sait  que  (Q')  contient  la  courbe  de  contact  avec  (S) 
de  la  développable  |  (Q)  (S)  i  .  Cette  courbe  de  contact  doit 
donc  appartenir  aussi  à  (0),  et  par  suite  (Q)  doit  être  une 
surface  de  révolution  inscrite  dans  la  sphère. 

Cette  condition  est  nécessaire,  mais  elle  n'est  pas  suffisante. 
Car  soit 

{{x'-^- 1/  +  z'—J{^)  U"+  y"  -i  z"—W)—K{xx' -i-  yy'  ^zz'—U'Y 

réquation  d'une  surface  de  révolution  inscrite  dans  (S).  La 
surface  polaire  réciproque  sera  bien  inscrite  suivant  la  même 
courbe;  elle  aura  pour  équation 

{  =0, 

où 

i'i)  (1  — K)(l— K'):::^!; 

mais  elle  ne  coïncidera  pas  avec  la  première.  Il  faut,  pour  qu  il 
en  soit  ainsi,  que  Ton  ait 

(4)  K  .=.  2  . 

Si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (1),  on  voit  que  {x'  ,y\  z')  est 
le  pôle  du  plan  de  contact  ou  d'inscription:  nous  l'appellerons, 
avec  M.  Cayley,  centre  d'inscription.  D'un  autre  coté  la  for- 
mule (2)  de  la  Note  V  nous  montre  que,  dans  la  géométrie  de 
M.  Cayley,  la  distance  0  d'un  point  quelconque  (j? ,  y  ,  z)  de  la 
surface  au  centre  {x\y\2')  est  constante,  et  donnée  par  la 
formule 

(5)  cos»  0  =  ^  • 

Nous  appellerons  &  le  rayon  d'inscription,  et  nous  voyons 
que  les  surfaces  inscrites  précédentes  jouent  dans  la  géomé- 
trie de  M.  Cayley  le  même  rôle  que  la  sphère  dans  la  géométrie 
ordinaire.  On  reconnaîtra  sans  difficulté  que  le  plan  tangent 
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en  toul  point  de  la  surface  est  normal  au  rayon  qui  passe  au 
point  de  contact. 

Les  surfaces  précédentes  ont  même  des  propriétés  plus 
étendues  que  la  sphère,  qui  les  rapprochent  des  petits  cercles 
dans  la  géométrie  sphérique.  Elles  sont  l'enveloppe  du  plan 
qui  fait  avec  le  plan  d'inscription  un  angle  constant  12 ,  défini 
par  la  formule 

(C)  ces»  "  =  jT-,  • 

On  peut  appeler  cet  unglc,  angle  d'inscription;  il  est  com- 
plémentaire de  6 . 

Avec  CCS  détinitions,  ie  résultat  que  nous  avons  trouvé  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Les  seules  quadriques  coïncidant  avec  leur  polaire  réciproque 
sont  celles  qui  sont  inscrites,  et  dont  le  rayon  ou  VanijU  d'inscrip- 
tion est  égal  à  r  - 

Cela  posé,  soit  une  surface  (2) ,  qui  coïncide  avec  sa  polaire 
réciproque.  A  tout  point  m  correspondra  un  plan  polaire 
tangent  en  m'  à  la  surface,  et  le  plan  polaire  de  m'  sera  tan- 
gent en  m.  D'après  cela,  si  l'on  construit  une  quadrique 
inscrite  de  la  définition  précédente,  tangente  à  (2)  en  m,  cette 
quadrique  sera  aussi  tangente  en  m'  à  (I) .  Donc 

Toute  surface  identique  à  sa  polaire  réciproque  est  Venccloppe 
d'une  série  de  quadriques  inscrites  dans  (S)  avec  un  rayon  égal 

à  7,  et  dont  le  centre  d'inscription  décrit  soit  une  ligne,  soit  une 

surface. 

Si,  au  lieu  de  supposer   que   le  rayon  d'inscription   soit 

égcl  à  7  ,  nous  admettons  qu'il  a  une  valeur  constante,  mais 
quelconque,  nous  obtenons  des  surfaces  remarquables,  enve- 
loppes de  toutes  ces  quadriques  inscrites  de  rayon  constant. 
Elles  sont  tout  à  fait  analogues  aux  surfaces  parallèles  dans 
la  géométrie  ordinaire,  et  donnent  lieu  aux  propriétés  sui- 
vantes. 
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Soit  (H)  une  surface  quelconque,  et  supposons  que,  de  ses 
différents  points  comme  centres,  on  décrive  des  quadiiques 
inscj-ites  dans  ia  ?phère  (S)  et  de  môme  rayon  e .  Ces  quadri- 
ques  enveloppent  une  surface  (H,) ,  que  Ton  construira  comme 
il  ?uit.  Soit  M  un  point  de  cette  surface;  il  peut  être  considéré 
comme  Tinlersection  de  trois  quadriqlies  infiniment  voifeincù, 
de  centres  infiniment  voisins  r,i,m\m".  Ces  trois  centres 
étant  à  la  même  distance  du  point  M  ,  le  plan  mm'in",  tangent 
en  ni  à  (li),  à  la  limite  sera  normal  à  la  droite  M»i.  On  aura 
donc  la  construction  suivante. 

Sur  chaque  normale  à  (H)  en  un  point  P,  on  portera,  dans 
les  deux  sens,  une  longueur  conslante  égale  à  0  ,  ce  qui  don- 
nera les  dt'ux  points  P,  ,  P.  r  qui  seront  des  points  de  la  surface 
p;n'ailèle  (llj  .  Les  deux  pians  tangents  à  cette  surface  en  P^  ,  P, 
seront  normatix  à  la  droite  PP,  P^;  ils  iront  se  coui>er,  par 
conséquent,  suivant  la  polaire  de  cette  droite,  ou  stcondu 
normale  de  (il)  en  P,  située  dans  le  plan  tangent  à  (II),  l'e 
phis,  ils  feront  des  angles  ogaux  et  constiuits  avec  le  plaa 
tartgofjt  à  (H)  en  P. 

Ce  sont  exactement  les  propriétés  des  coui'lies  parallèles 
.sur  la  sphère.  Dans  la  géométrie  cayleyenne  comiuo  dan»  ia 
g:éouiétrie  ordinaire,  les  normales  d'une  surface  sont  normales 
aux  surfaces  parallèles,  et  par  conséquent  les  iig-ncs  de  cour- 
bure se  correspondent  point  par  point  sur  les  deux  surfaces 
parallèles. 

La  polaire  réciproque  (H')  de  (H)  peut  être  considérée  comme 
parallèle  à  (II)  ;  car  un  point  est  à  une  distance  r onstante 
é^dle  à  un  quadrant  de  tous  les  points  de  son  plan  polaire,  et 
par  conséquent  l»  polaire  réciproque  d'une  surface  donnée 
i-cra  îa  surface  parallèle  rnetiée  à  la  distance  d'un  quadrant. 

On  voit  ^ue  la  surface  parallèle  menée  à  la  distance  de  ^  se 

composera  de  deux  nappes  conjugiiées,  qui  seront  à  uîie 
distance  d'nn  quadrant  l'une  de  rauti-e,  et  par  conséquent 
seront  polaires  réciproques   Tune  de  l'autre.   La  droite  qui 
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joindra  deux  points  rorrespondanls  sui'  ios  deux  nappes  sera 
«orrriale  uonininno  aux  deux  nappes. 

Plus  grnéralemcnt,  deux  surfaces  parallèles  se  succédant  à 
une  distance  d'un  quadrant  seront  polaires  réciproques  i'une 
de  Tautrc. 

lî. 

Nous  allons  maintenant  montrer  comment  les  propositions 
précédentes  conduisent,  dans  la  géométrie  ordinaire,  à  une 
méthode  de  transformation  des  surfaces  avec  conservation  des 
lignes  de  courbure  ordinaires,  plus  générale  (jue  celle  qui  a 
été:  développée  dans  la  Note  V. 

Rappelons  d'abord  que,  si  Ton  prend  pour  déférente  une 
quadrique  (Y)  inscrite  dans  la  sphère,  Tanallagmatique  cor- 
respondante se  compose  (art.  59)  de  deux  sphères  passant  par 
la  ligne  de  contact  de  la  quadrique  (V) ,  et  ayant  pour  centres 
les  deux  foyers  de  cette  quadrique.  Ces  deux  sphères  coupent 
sous  un  même  angle  9  la  sphère  directrice  (S) ,  et  si  0  est  le 
rayon  d'inscription  de  la  quadrique,  on  trouve  sans  difficulté 

isin» 

(j)  rOSfp  r=  . 

^    ^  COS0 

'f  demeure  donc  constant  pour  toutes  les  quadriquos  inscrites 
de  même  rayon. 

Cela  posé,  considérons  une  surface  (B)  et  les  surfaces 
parallèles  par  rapport  à  (S) ,  (B,),  (B,) , . . . .  Les  lignes  de  cour- 
bure se  correspondant  sur  ces  différentes  surfaces,  si  on  les 
prend  comme  déférentes ,  les  anallagmatiques  (I)  ,  (2,)  , 
(ïj  ,  . . .  ,  ainsi  obtenues,  se  correspondront  point  par  point 
avec  conservation  des  lignes  de  courbure  ordinaires.  Voyons 
comrnent  on  peut  définir  cette  correspondance. 

La  surface  (B,)  parallèle  à  (B)  est  l'enveloppe  d'une  suite 
de  quadriques  (V,)  inscrites,  de  rayon  constant,  ayant  leur 
centre  d'inscription  sur  (B) ,  et  dont  les  plans  d'inscription 
enveloppent  par  coiiséquent  la  polaire  réciproque  (B')  de  (b) . 
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La  surface  (S,)  ayant  (B.)  pour  dcterenle  sera  donc  l'enveloppe 
des  couples  de  sphères  correspondantes  aux  quadriques  (V.)  do 
rayon  constant.  D'après  la  remarque  précédente,  ces  sphères 
coupent  la  sphère  directrice  (S)  sous  un  angle  constant. 
Donc, 

Étant  donnée  une  surface  quelconque  (B'),  on  lui  mène  des 
jilans  tangents,  et  par  leurs  intersections  avec  une  sphère 
fixe  (S)  on  fait  passer  des  sphères  coupant  (S)  sous  \m  angle 
arbitî'aire,  mais  constant  a.  Soit  .i:^/  la  surface  enveloppe  de 
ces  sphères.  Deux  surfaces  {ïlj,{^^),  obtenues  en  attribuant  à 
Tangle  constant  les  valeurs  a ,  p  ,  se  correspondent  point  par 
point  avec  conservation  dos  lignes  de  courbure. 

Les  points  correspondants  sur  les  diirérentes  surfaces  sont 
à  rinterseclion  d"un  cercle  orthogonal  à  (S),  ci  les  coupant 
toutes  à  angle  droit. 

Cette  transformation  comprend  comme  cas  particulier  celle 

qui  a  été  donnée  dans  la  Noie  V.  Si  Ton  prend,  en  effet,  a  =  g  , 

on  obtient  Fanallagmatique  ayant  pour  déférente  la  polaire 
réciproque  (B)  de  (B').  Si  l'on  fait  a  —  oo  ,  on  obtient  les 
points  sphères  passant  par  rintersection  de  (S)  et  des  plans 
tangents  à  (B'),  c'est-à-dire  Fanallagmatique  ayant  (B')  pour 
déférente.  On  a  donc  les  deux  anallagmatiques  ayant  pour 
déférentes  deux  surfaces  (B) ,  (B') ,  polaires  réciproques  par 
rapport  à  (S) .  C'est  la  transformation  de  la  Note  V. 

En  réunissant  les  résultats  qui  précèdent,  on  peut  donc 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnée  une  surface  {!),  on  lui  adjoint  une  sphère  ^xc  (S)^ 
et  l'on  construit  toutes  les  sphères  tangentes  à  la  surface  et  cou- 
pant (S)  sous  un  angle  constant  a .  Par  rintersection  de  chacune 
de  ces  sphères  et  de  (S) ,  on  fait  passer  de  nouvelles  sphères  cou- 
pant (S)  sous  un  angle  § ,  Ces  nouvelles  sphères  enveloppent  une 
surface  {!),  correspondante  point  par  point  à  {!)  ^  avec  conserva- 
tion des  lignes  de  courbure. 

Les  points  correspondu ats  sur  les  deux  surfaces  sont  sur   des 
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cercles  normaux  à  la  fois  aux  deux  surfaces  et  à  la  sphère  (S)  (*). 
Nous  rencontrons  ici  des  surfaces  enveloppes  de  sphères 
variables,  coupant  une  sphère  fixe  (S)  sous  un  angle  constant. 
On  ramène  leur  étude  à  celle  des  anallagmatiqucs  ordinaires 
par  la  remarque  suivante.  Soit  0  le  centre  de  la  sphère  (S) ,  et 
G  le  centre  d'une  sphère  variable  (U) ,  coupant  (S)  sous  un 

/\ 
angle  constant  a .  Cet  angle  a  est  égal  à  CMO  ,  et  Ton  voit  que 

la  sphère  (U')  de  rayon  CP  coupe  la  sphère  ($')  de  rayon  OP 
à  angles  droits.  Or  OP  =  OM  sin  a 
l'st  évidemment  constant;  la 
splière  (S')  est  donc  invai'iable. 
Quant  à  la  sphère  (U') ,  elle  a 
luéme  centre  que  (U);  mais  son 
rayon  diffère  de  celui  de  (U)  d'une 
quantité  constante  PM  —  OM  cos  a. 
Les  sphères  (U)  et  (U')  enveloppe- 
ront, par  conséquent,  des  surfaces 
parallèles.  Donc 
La  surface  cmeloppe  des  sphères  coupant  sous  un  angle  constant 

une  sphère  (S)  est  parallèle  à  une  surface  enveloppe  de  sphères 

Concentriques  aux  premières,  n  coupant  à  angle  droit  une  sphère 

fixe  (S')  concentrique  à  (S) . 


(')  Ce  ihr'iorème  peut  èlve  généralisé  de  la  manière  suivanlc. 

Considérons  une  surfacp  (2)  enveloppe  d'une  série  de  sphères  variables  [U), 
coupant  sous  des  angles  quelconques  la  sphère  (S) .  A  chacune  des  sphè- 
res (U)  coupant  [S)  sous  l'angle  9,  on  fait  correspondre  une  sphère  (Vj, 
passant  par  l'interteclion  de  (S)  et  de  (U) ,  et  coupant  (S)  sous  un  angle  ?, 
déterminé,  par  l'équaiion 

ces  f  —  COS'^, 

=  «  . 

1  —  ces  o  COS  9 

Alors  les  nouvelles  sphères  (U,)  enveloppent  une  surface  (Z,: ,  qui  corres- 
pond point  par  point  à  (2)  avec  conservation  des  ligues  de  courbure. 
Quand  9  reste  constant,  il  en  est  de  même  de  9,  ,  et  l'on  retrouve  le  ihéo- 
rème  donné  dans  le  texte. 
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JVote  JL. 

Sur  un  aoavôau  système  de  coordontiées  et  son  application  à  lit  thème 
des  cyclides. 

I. 

Dans  la  Quatrième  Partie  de  ce  travai'l,  nous  avons  été 
conduit  à  un  nouveau  système  tle  détermination  des  points  de 
l'espace,  dont  Tétude  paraît  présenter  de  grands  avantages 
dans  la  théorie  des  cyeiidts.  Les  cinq  quantités  S^  définies 
dans  Varticle  ^9,  et  qui  sont  les  puis-sances  d'un  point  par 
rapport  à  cinq  sphères  urthogonalt^s,  peuvent  être  considérées 
comme  des  coordonnées  d'une  nature  particulière;  mais  elles 
sont  en  nombre  plus  que  suffisant,  et  l'on  p«ut  les  étudier  sous 
deux  points  de  vue  essentiellement  distincts. 

D'abord,  les  cf.ordonnées  S, ,  étant  au  nombre  de  cÀm\,  ne 
sont  pas  indépendantes  les  unes  des  autres,  et  il  doit  y  avoir 
entre  elles  deux  relations.  On  trouve,  en  effet,  qu'elles  satis- 
font aux  équations 


2(1)'-^  U- 


qui  se  déduisent  immédiatement  des  formules  de  Varticl.)  48. 
On  voit  donc,  comm^  cela  doit  être,  que  trois  seulement  des 
coordonnées  S,  peuvent  être  choisies  arbitrairement;  les  deux 
autres  seront  alors  déterminées  par  les  équations  précé- 
dentes. 

Mais  on  peut  aussi  déterminer  un  point,  non  plus  par  les 
cinq  coordonnées  S^ ,  mais  simplement  par  les  rapports  mutuels 
de  ces  cinq  quantités.   Soient  A-,  ,  ^,  ,  . . .  ,  Ar^  des  nombres 
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ppoportio?in(;îs  à  S,  ,  S,  ,  . . .  ,  S^ .  On  aura,  pour  déterminer  le 
point,  {es  équatiui 


ou 


5  étant   une  arbitraire  inconnue.    Les   quantités  ki  devront 
satisfaire  à  Tunique  relation 


m 


ei,  quand  on  connaîtra  les  nombres /r,,  c  sei'a  déterminé  par 
réqualion 


l 


R.'      '  ^  R. 

Nous  adopterons  cette  seconde  manière  de  déterminer  les 
points,  et  nous  aurons  un  système  de  cinq  coordonnées  homo- 
gènes, liées  par  une  seule  relation,  du  second  degré  par 
rapport  aux  coordonnées.  Nous  allons,  du  reste,  pour  donner 
à  notre  système  de  coordonnées  toute  la  généralité  qu'il 
compo/te,  rattacher  le  mode  de  détermination  (io.->  [)oints  dans 
ce  système  à  celui  des  sphères  et  des  plans.  Nous  commentons 
en  rappelant  quelques  propositions  déjà  établies. 

Soient  cin({  sphères  (S,),  deux  à  deux,  orthogonales,  et 
définies  par  les  équations 

(4)  S.-=  a;'-f-  .v'4-  2'— 2«,.r-  2p,y—  2v,2  -h  5,  -■  0  . 

Le  rayon  R,  de  chacune  d'elles  est  donné  par  la  formule 

(2)  R/  =  «,'4-,S,'-}-v.^— â,  , 

et,  en  exprimant  qu'elles  sont  orthogonales,  nous  obtenons 
les  équations  de  condition 

(3)  'î.  4-  5,  =  2«,«,  +  2 ,3,.Sj  +  27,v> . 

Nous  avons  vu  (art.  48)  qu'on  a  entre  les  cinq  quantités  S,  la 
relation  identique 
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qui  conduit  aux  équations  doinu'es  dans  farticle  cité, 

m-^^u--u-^ 

Cela  posé,  l'équation  de  toute  sphère  (S)  peut  évidennment 
=6  mettre  sous  la  rornie 


(6) 


24  =  0: 


car  celte  équation  conUeat  cinq  paramètres  variables,  les 
quantités  iPi)  les  rapports  mutuels  de  ces  cinq  quantités  peu- 
vent donc  servir  à  déterminer  une  sphère;  ce  sont,  en  quelque 
sorte,  les  coordonnées  d'une  sph»>re,  et  il  importe  de  recher- 
cher d'abord  leur  signification  géométrique. 

A  cet  effet,  nous  supposeron;?  que  l'on  remplace  dans 
réquation  (6)  les  quantités  S,-  par  leurs  expressions  x,y  ,z. 
On  aura  une  identité  de  la  forme 


l 


n, 


L'équation  de  la  sphère  (S)  en  coordonnées  ordinaires  sera 
donc 

K  [X'  -^  y' 4-  2')  —  2A.C  —  SDy  —  2C2  -f-  D  =  0  , 

et  Ton  aura 


Grâce  aux  identités  (5),   on  peut  résoudre   ces   dernières 
équations  par  rapport  à  m, ,  et  l'un  trouve  ainsi 

(8)    w,=r_^-|^  rK(«,'+p,'4y,»)-2A«.— 2B^,— 2Cv,-hD— KR.^  ]• 

Soient  0  le  centre  de  (S)  et  R  son  rayon. 
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Appelons  P;  la  puissance  du  centre  C,-  {a.  ,  ^,  ,  y,)  de  (S.)  par 
rapport  à  (S)  ;  réquation  (8)  pourra  s'écrire 


2R. 


L'expression  entre  parenthèses  est  un  invariant  remarquable 
de  (S)  et  de  (S,) ,  le  carre  de  la  distance  des  centres  moins  la 
somme  des  carrés  des  rayons.  Il  s'annule  quand  les  deux 
sphères  sont  orthogonales.  Nous  l'appellerons  puissance  commune 
des  deux  sphères. 

Donc  les  cinq  coordonnées  7», ,  qui  déterminent  dans  notre 
système  une  sphère  variable  (S),  sont  proportionnelles  aux 
puissances  communes  de  (S)  et  de  chacune  des  sphères  (S,) , 
divisées  par  le  rayon  R,  de  la  .sphère  (S,; . 

On  voit  que  la  coordonnée  m^  ne  s^annule  que  dans  le  cas  où  la 
sphère  (S)  est  orthogonale  à  la  sphère  (S.) . 

Par  exemple,  l'équation 

S,  S,  S,      ^ 

représente  toute  sphère  orthogonale  à  (SJ  et  à  (S^) . 

Cherchons  le  rayon  R  de  la  sphère  (S)  en  fonction  des 
coordonnées  îh,  .  On  a,  d'après  les  identités  (7) , 

riO)  A'  -h  B'  4-  C*  —  D  K  -^  ^  w,- . 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à  R*K';  on  a 
donc 

(U)  R.  =  _2„,„=  _,. 

Dans  le  cas  où  la  sphère  variable  se  réduit  à  un  point  M , 
les  cinq  quantités  m,  deviennent  les  puissances  divisées 
par  R<  du  point  M  par  rapport  aux  cinq  sphères  orthogonales. 
En  appelant  S;  ces  puissances,  on  obtient 

S, 
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et,  comme  W  est  nul  dans  ce  cas,  on  a 

(12)  ]Vw--.=  0, 

OU 

V   /SA* 

0, 


WJ 


c'est-à-dire  Tidenlité  qui  a  été  notre  point  de  départ,  ce  qui 
sert  de  vérification  à  nos  calculs. 
D'autre  part,  la  sphère  se  réduit  à  un  plan  (P) ,  si  l'on  a 

K=2|'  =  «- 

Les  plans  de  l'espace  ^ont  donc  déterminés  par  cinq  quan- 
tités m. ,  et  ces  coordonnées  satisfont  à  l'équation  linéaire  (13). 
Dans  ce  cas,  la  formule  (8)  devient 

îH.=:^|^r2A«,+  2B5,  +  2Gy,  — DJ- 

et,  comme  l'équation  du  plan  (P)  est 

2Aa?  +  2Bî/-+-2Cz  — D  =  0, 

on  voit  que  les  cinq  coordonnées  rUi  sont  proportionnelles  aux 
distances  divisées  par  W^  des  centres  des  cinq  sphèrei  (S.)  au 
pian  (P) . 

(1  suil  de  là  que  le  système  actuel  de  coordonnées,  quand  il 
est  employé  à  la  détermination  des  plans,  est  un  système  de 
coordonnées  tangentietles  surabondantes.  Si,  au  moyen  de  l'iden- 
tité (13),  on  élimine  une  des  quantités  »i, ,  m,  par  exemple, 
d'une  équation,  il  restera  une  relation  homogène  entre  m, , 
m,  ,m^,m,,  qui  sera  Téqualion  tangentielle  de  la  surface 
enveloppe  de  tous  les  plans,  rapportée  au  tétraèdre  des  centres 
des  sphères  (S,)  ,  (è,)  ,  (S,) ,  (S.) . 

Kn  résumé,  notre  système  de  coordonnées  embrasse  à  la 
fois  les  points,  les  plans  et  les  sphères.  Les  cinq  quantités  w, 
déterminent  en  généra!  une  sphère.  Pour  qu'elles  conviennent  à 
un  plan,  il  faut  qu'elles  satisfassent  à  une  équation  linéaire  (13); 
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pour  qu'elles  déterminent  un  point,  il  faut  qu'elles  satisfassent 
à  réquation  quadratique  (12). 

Si  elles  satisfont  à  la  fois  aux  équations  (12)  et  (13),  elles 
déterminent  un  phni  tangent  au  cercle  de  F  infini. 

Enfin,  toutes  les  fois  que  Tune  des  coordonnées  m,  est  nulle, 
la  sphère  ou  le  plan  deviennent  orthogonaux  à  (S,) ,  ou,  si  la 
sphère  se  réduit  à  un  point,  ce  point  se  trouve  sur  (S,) . 

iNous  signalerons  encore  une  propriété  importante  des 
quantités  ?«, .  Si  Ton  place  la  masse  m,  au  centre  G,  de  chacune 
des  sphères  (S,) ,  d'après  les  formules  (7),  le  centre  de  gravité 
des  cinq  masses  sera  le  centre  de  la  sphère  (S) .  Cette  propriété 
ne  suffit  pas  évidemment  à  faire  connaître  les  cinq  quantités, 
mais  elle  constitue  une  relation  importante,  et  dont  nous 
aurons  à  faire  usage. 

H. 

Étant  données  deux  sphères  (S)  et  (S')  par  leurs  équations 

(14)  S=^w,~=¥.{x'-^if  +  z')  —  'iAx—2By~'iCz  +  D=z(), 

(15)  S'=2*»',5^  =  K'(ic'  +  ^^  +  2')--2A'x— 2B'y— 2C'z-t-D'=0, 

on  peut  combiner  ces  équations  de  manière  à  obtenir  la 
suivante 


V  S.- 

s  +  À  S'  =r  7  (W.-  +  '^'  »0  ••  b' 


et,  en  appliquant  alors  la  formule  (10),  on  aura 

(A  -h  ).A')'-*-  (B  +  >B')' 4-  (C  +  ).C')'  — (D  +  ÀD')  (K  +  IK') 
(fw<-t-Xw',)'  . 


=2 


En  égalant  les  coefficients  de  X  dans  les  deux  membres,  on 
obtient  la  relation 

(16)        2AA'  +  2BB'+2CC'~DK'  — D'K==2ymm'  . 
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Si  nous  désignons  par  x^y  ,  z  ,x\y' ,  2'  les  coordonnées 
des  centres  de  (S)  et  de  (S'),  et  par  R  et  R'  leurs  rayons, 
réquation  (16)  pourra  s'écrire 


x'Y  -+-  iy^yy  -i-  {z-^z'y-'^'--K" 


I~      "     KK'  S^JlS^^l 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  la  puissance 
commune  de  (S)  et  de  (S') ,  qui  se  trouve  ainsi  exprimée  er;, 
fonction  des  m,- ,  m', . 

La  condition  pour  que  les  deux  sphères  soient  orthogonales 
est  donc 

(18>  ^  w,-m',  =:=  0  . 

La  formule  (17)  prend  une  forme  élégante,  si  Ton  suppose 
que  les  deux  spbAiûs  (S) ,  (S')  soient  réduites  à  des  poiats. 
Alors  on  a 

et  Ton  peut  écrire  cette  formule 

7(Wi — m'iY 
(19)        (.>-— 0?')'  +  {y—yy  +  (z  —  z'Y  =  -^ 


Telle  est  l'expression  de  la  distance  de  deux  points.  S'ils 
deviennent  infiniment  voisins,  on  a 

(20)  dx^  i  dy'-i-dz'  = 


m 


Cherchons  ce  que  peut  représenter  le  second  membre  de  la 
formule  (19),  quand  on  a,  non  des  points,  mais  de  véritables 
sphères  (S) ,  (S'). 
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On  a  alors 


/  »?<'  7  m' 


m^  ~G3' 


D'ailleurs,  puisque  les  coordonnées  sont  homogènes,  on  peut 
toujours  supposer  que 

et  par  suite  on  aura 

2^  m,'  H-  /  m'i* 


2RR'=r 


Zr;Zr7 

et,  en  ajoutant  cette  équation  membre  à  membre  à  (17), 

On  aurait  de  même 

_,  y  (,,,,  + m',)' 
(22)  (a;-a;')«  +  {y-yO'  +  (-~*'')'-(R+lVr  =  -^1— _~-  • 

Zr;  ù  r. 

Mais  ces  deux  formules  supposent  essentiellement  que 

La  condition  de  contact  de  deux  sphères  peut  donc  s'écrire, 
dans  notre  système  et  avec  l'hypothèse  précédente, 


(23)  7{mi±m',y'~0 


2G't  .^f  i!    U.\K    CLAbSK    REIttAlluL'ALîLK 

Si   les   deux    si^hèies   'Jevenaient    iiiùninient    voisines,    on 
aurait 

7  dm,' 
(24)  dx'  4-  ây'  -h  d  -'  —  /<  R*  =-   "e^ ,  -     ■ 


mais  cette  formule  supposeesseutieliemonl  que,  lorsiiuew,  varie, 
Inii'  demeure  constante. 

D'après  ré({uation  (24),  la  condition  de  eonlact  de  deux 
sphères  infiniment  voisines  sera  donc 

(25)  'Sdnu'  =  0. 

imd 

Les  formules  données  ici  peuvent  être  écrites  d'une  autre 
manière,  qui  met  en  évidence  leur  interprétation  géométrique. 
Par  exemple  les  équations  k^V  et  (22),  relatives  à  deux  sphères 
et  établies  dans  l'hypothèse  que 


7w,*  =  7^^«'.' 


deviennent,  en  appelant  '^  Fangle  de  ces  sphères, 


.(26)      4sin'|  = 


2-'-  2' 


et  par  suite,  en  appelant  V  Tangie  de  deux  sphères  infiniment 
voisines,  la  formule  (24^  nous  donne 

(27)  V  =  ^-  ^ 

en  supposant  que  l.m^  demeure  constante. 

Les  formules  précédentes,  ne  contenant  que  des  angles,  ^ 
s'appliquent  au  cas  où  les  sphères  se  changent  en  des  plans. 

Une  des  propriétés  les  plus  importantes  du  système  pré- 
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cèdent  de  coordonnées,  c'est  qu'il  est  en  quelque  sorte 
indifférent  à  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
ou  inversion. 

C'est-à-dire  que,  si  l'on  soumet  le  système  entier  à  une 
inversion,  les  cinq  sphères  (S.)  se  changent  en  cinq  nouvelles 
sphères  (S',) ,  et  toute  sphère,  point  ou  plan  (U),  se  change  en 
une  sphère  (U') ,  qui  a,  par  rapport  aux  (S',) ,  les  mêmes  coor- 
données que  (U)  par  rapporl  aux  (S.) .  V.n  d'autres  termes,  on 
étudie,  dans  notre  système  de  coordonnées  et  dans  la  même  équation^ 
en  même  temps  qu'une  figure,  toutes  ses  transformées  par  la  méthode 
des  rayons  vecteurs  réciproques. 

Pour  démontrer  cette  inqiortautc  proposition,  il  suffit  de 

remarquer  que,  grâce  aux  foiinules  de  l'inversion,  les  cinq 

Si 
quantités  jt-  se  changent,  à  un  facteur  près,  dans  les  quantités 

S', 
analogues  ~  ,  relatives  aux  sphères  (S',)  inverses  des  (S.) . 

On  a 


I- 


et  par  suite  l'équation 


l 


S- 


de  toute  sphère  (U)  se  change  dans  l'équation 


l 


„,,^;  =  o 


de  la  sphère  ([]')  correspondante.  Cette  nouvelle  sphère  a  donc, 
par  rapport  aux  (S',) ,  les  mêmes  coordonnées  que  la  pre- 
mière (U)  par  rapport  aux  S,-.  C'est  ce  qu'il  fallait  établir. 
Toutefois,  il  peut  arriver  que  l'une  des  sphères  (S<)  soit 

S,- 
changée  en  un  plan.  Alors  il  faudra  remplacer  -*  par  2(/i, 

di  désignant  la  distance  à  ce  plan. 

Ainsi,  la-  véritables  coordonn(''Cs  d'un  point  sont  propor- 
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S 
tionnclits  Jiux  quantités  -'  ou  ^2rf,,  bi  la  sphère  ih\  basf»  (S,^ 

doviont  un  plan,  et  tout  point  sera  déterminé  par  les  cimj 
coordonnées  homogènes 

hces  par  l'équation 

et  invariables  pour  toute  nnersion  plan*;  ou  sphcrique. 

m. 

Le  systènio  actuel  de  coordonnées  présente  une  propriété 
tout  à  fait  singulière,  et  sur  laquelle  il  importe  que  nous 
insistions. 

D'abord,  tous  les  points  du  plan  de  Pinfini  qui  sont  hors  du 
cercle  de  l'infini  ont  les  mêmes  coordonnées,  savoir 

À 

En  effet,  d'après  la  formule  (9),  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  0  sont  égales  -s 

Si  le  point  0  s'éloigne  indéfiniment  sans  avoir  pour  limite 
un  point  du  cercle  de  l'infini,  OC-  devient  infini,  et  l'on 
trouve 

.\u  contraire,  si  le  point  0  s'éloigne  à  l'infini  en  s'approchant 
d'un  point  du  cercle  de  l'infini,  OC,  est  indétermin  ',  et  l'on  a, 
■i  la  limite, 

RjX.  — À-HfxR.*  , 

011  le  rapport  -  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles.  Les 
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points  du  cercle  de  Tinfini  ont  donc  une  infinité  de  systèmes 
de  coordonnées. 

Les  remarques  suivantes  expliquent  ces  propriétés  si  singu- 
lières de  notre  système  de  coordonnées. 

Si  l'on  soumet  les  points  de  l'espace  à  une  inversion,  tous 
les  points  à  l'infini  en  dehors  du  cercle  de  l'infini  viennent  se 
confondre  au  pôle  A  de  l'inversion.  Ils  ont  donc  tous,  d'après 
une  remarque  déjà  faite,  les  mêmes  coordonnées  que  ce  pôle, 
après  l'inversion. 

Au  contraire,  à  un  point  M  sur  le  cercle  de  l'infini  corres- 
pondent, après  l'inversion,  tous  les  points  M'  situés  sur  la 
droite  AM.  Le  point  M  doit  donc  être  défini  par  tous  les 
systèmes  de  coordonnées  qui,  après  l'inversion,  déterminent 
les  différents  points  M',  en  nombre  infini  sur  la  droite  AM . 

IV. 

Faisons  i  application  des  résultats  précédents  à  quelques 
problèmes  simples. 
Soient  deux  sphères  (S) ,  (S') ,  définies  par  les  équations 

y  ntiXi  =  0  ,        \"^' ' ^i  =  ^  ' 

L'équation  de  toute  sphère  passant  par  leur  intersection 
sera 

(28)  2^  +  ^'^'')^'  =  ^  • 

L'une  de  ces  sphères  se  réduira  à  un  plan,  le  plan  radical 
des  deux  premières.  Elle  correspond  à  la  valeur  de  l  déterminée 
par  l'équation 

(29)  2^^^'=»- 

Deux  des  sphères  se  réduisent  à  des  points.  Les  valeurs 
de  X  auxquelles  elles  correspondent  sont  déterminées  par 
l'équation 
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OU 


Ld  Lk  id 

On  sait  que,  lorsque  cette  équation  a  des  raciiies  égales,  les 
deux  sphères  (S) ,  (S')  sont  tangentes;  la  condition  de  contact 
est  donc 


;îi) 


Œ"''"'')"Œ"^i(I"'')^^- 


Si  Ton  l'ait  Ird^  -^l^ni  ■■  ^  cette  équation  se  déconipose  dans 
les  deux  conditions  (22)  déjà  trouvées. 

Si  réquation  en  À  est  identique,  les  deux  sphèics  se  rédui- 
sent à  des  points,  et  ces  points  sont  sur  une  droite  allant 
rencontrer  le  cercle  de  Tinfini. 

On  sait  que,  étant  données  des  sphères  passant  par  un 
même  cercle,  quatre  de  ces  sphères  donnent  lieu  à  un  rtqjpoit 
anharinonique,  connTie  quatre  plans,  et  ce  rapport  anharino- 
ni(jue  est  égal  à  celui  des  centres  de  ces  sphères,  situés  en 
ligne  droite.  Il  est  clair  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
sphères,  déduites  de  Téquation  (28)  en  donnant  à  À  quatre 
valeurs  distinctes,  sera  le  même  que  celui  de  ces  valeurs 
de  À. 


Examinons  maintenant  une  surface  quelconque  représentée 
par  l'équation  homogène 

'32)  fix, ,  a-, ,  . . .  ,  a^,}  =  û  , 

que,  pour  abréger,  nous  écrirons 

L  équation 

où  les  Xi  désignent  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  surface, 
et  X,  les  coordonnées  c  urantes,  représente,  quand  on  y  fait 
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varier  X,  une  suite  de  sphères  tangentes  en  M  à  la  surface. 
Si  Ton  dispose  de  X  de  telle  manière  que 


K(^--)=»- 


alors  réquation  (33)  représente  un  plan;  c'est  le  plan  tangent 
à  la  surface  au  point  M . 
Toute  sphère 

(34)  y  w,X.-  =  0  , 

normale  à  la  surface  au  point  M,  devra  aussi  être  normale  à 
toutes  les  sphères  tangentes  (33).  On  devra  dont  avoir,  quel 
que  soit  X , 


'est-à-dire 

S?      àf  S? 

0. 


Si  Ton  a,  en  outre, 


!£=«■ 


réquation  (3/t)  représentera  un  plan  normal.  Tous  les  plans 
normaux  passent  donc  par  la  droite 


(33)         (>M.  ^"^^^  •^.  ,-^)- 0,(^^1,2,3,4,5) 


{')■ 


Pour  que  le  point  (x,)  soit  un  point  singulier  de  la  surface, 
il  faut  que  Ton  ait,  pour  une  valeur  convenable  de  X, 

(36)  ;^,  +  '»''  =  o- 


(')  Cette  notation  abrégée  indique  qu'il  faut  égaler.à  zéro  tous  les  déter- 
minants formés  avec  les  quatre  lignes  qu'on  obtient  en  donnant  ;'i  /  quatre 
valeurs  quelconque?,  prises  dans  la  suite  1,2,3,4,5, 
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Pour  que  deux  surfaces,    reprtsentéos  par  les  équations 
houiogèiîes 

r(x;)  =  Q,      ?(.r.)^0, 

soient  orthoironales,  il  faut  oL  il  suffit  que  Ton  ait,  pour  leurs 
points  communs. 

Lia  Xi  d  Xi 

Cette  équation  a  déjà  été  donnée  dans  le  texte  (art.  4-9). 
Enfin,  étant  donnée  une  sphère  par  Téquation 

toute  sphère  concentrique  aura  pour  é(iuution 

(38)  l(."'''iy'  =  "- 

Par  exemple,  si  Ton  demande  Téquation  générale  des  sphères 
ayant  pour  centre  un  point  (x.) ,  cette  équation  sera 


w  !{'"'*- 1:)^' 


Ces  dernières  propositions  se  démontrent  sans  difficulté  au 
moyen  des  formules  généfoles  déjà  données. 
L'équation  d.*  la  spliôre  réduite  au  plan  de  l" infini  est 


(40,  Il 


=  0 


VT. 

Dnns  les  calculs  précédents,  nous  avons  pris  pour  base  de 
notre  système  cinq  sphères  deux  à  deux  orthogonales,  mais  on 
peut  aussi  prendre  cinq  sphères  quelconques,  non  orthogonales 
à  une  même  sphère. 

Soient  en  effet  (S,)  les  cinq  sphères  orthogonales,  ci  Xi  les 
coordonnées  définies  plus  haut  d'un  point  quelconque. 
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Effectuons  la  substitution  linéaire 

on  tirera  de  ces  équations 
(42)  j/,  =  2^p,,Xk. 

Les  équations 

représentent  donc  cinq  sphères  quelconques,  que  nous  appelle- 
rons (S',),  et  qui  ne  sont  pas  orthogonales  à  une  même  sphère, 
puisqu'il  n'y  a  entre  les  ^,  aucune  relation  linéaire  identique. 

La  signification  géométrique  des  nouvelles  variables  y,-  est 
donc  la  suivante.  Elles  sont  proportionnelles  aux  puissances 
du  point  par  rapport  aux  sphères  (S.)  multipliées  par  des 
facteurs  constants. 

De  l'identité 


I 


a-,'  =  0 


on  déduira  par  la  substitution  une  relation 

quadratique  et  homogène,  et  contenant  en  général  les  rectan- 
gles des  variables  y, .  Donc 

//  existe,  entre  les  ptiissances  d'un  point  par  rapport  à  cinq 
sphères  non  orthogonales  à  une  même  sphère,  une  relation  quadra- 
tique et  homogène,  qui  contient  en  général  les  rectangles  des  variables. 

Nous  n'étudierons  pas  d'une  manière  détaillée  le  nouveau 
système  de  coordonnées  auquel  nous  sommes  conduit  ici. 
Les  formules  qui  se  rapportent  à  ce  système  se  déduiront  sans 
peine  des  précédentes,  si  l'on  applique  les  notions  relatives  aux 
invariants  et  covariants  des  formes  quadratiques  homogènes. 
Nous  nous  bornerons  à  indiquer  la  condition  pour  que  deux 
sphères  soient  orthogonales. 

Soient 
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les  équations  des  deux  sphères  et  désignons  par  9, (y,)  la 
forme  adjointe  de  f  (?/.).  La  condition  d'orthogonalité  pourra 
s'écrire 

m',  —^ — -  4-  7n\-~-+  ••  -  =  0  . 
dm,  "c/Wj 

Ou  déduit  notamment  de  cette  dernière  équation  la  propo- 
sition  suivante  : 

Pour  que  les  cinq  sphère^i  qui  conipose7it  la  base  du  système 
soient  dnix  à  deux  orthogonales,  il  faut  et  il  suffit  que  la  relation 
identique  (-48)  ne  coutieiwe  pifs  les  rectangles  des  variables  (^). 


(')  On  pourra  consuttor  sur  cette  relaiion  uu  Mémoire  de  l'auleiir,  inséré 
dans  les  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  2*  série,  t.  I,  n"  6. 
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IVote  XB. 

Applioation  du  système  de  coordonnées  considéré  dans  la  Note  précédante 
à  la  théorie  des  >îyelides. 

ï. 

Nous  avons  vu  (art.  4-1)  que  Téquation  d'une  cyclide  peut  se 
mettre  sous  la  lornie 

A (x^  +  y'  +  2*)' H-  tt,  t{œ' -i-y'-h  3')  +  vj' ~  0  , 

où  ^  ,  y  ,  ;r ,  î  désignent  les  coordonnées  homogènes  ordinaires 
d'un  point,  et  «,  ,«,  des  polynômes  du  premier  et  du  second 
degré.  Si  nous  introduisons  les  cinq  quantités  (S,),  définies  par 
les  équations  suivantes, 

S,~xf.    S,=:yt,    S,  —  zt.    S,:=/',    S,  =  x'-hy'  +  z\ 

l'équalion  de  la  cyclide  se  transformera  en  une  équation 
homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  ces  cinq  quan- 
tités (S,),  D'ailleurs,  celies-ci  sont  liées,  d'après  la  Note 
précédente,  par  une  équation  identique,  qui  est  ici 

'i)  S, S,-  S,'— S,*— S/:=/'(S,)==0  . 

Cela  posé,  désignons,  pour  abréger,  par 

Ci)  *(S,)=rO 

l'équation  homogène  de  la  cyclide.  D'après  des  principes  bien 
connus,  les  deux  fonctions  f  (S.)  »  ?>  (S,)  pourront  C^tre  rame- 
nées par  une  substitution  linéaire  à  ne  contenir  que  les  carrés 
des  variables. 
L'identité  (i)  prendra  la  forme 


(3J  2^^'' 


» 
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et  les  équations 

Xi  —  0 

rçprt'senteront,  par  conséquent,  des  sphères  orthogonales. 
L'équation  lie  la  cyclide  deviendra 

(4)  y^œi'  :=  0  . 

Nous  retrouvons  le  résultat  établi  (art.  47). 

Tl  est  vrai  que,  étant  données  dieu'X  formes  quadratiques^  on 
ne  peut  pas  toujours  les  ramener  à  des  sommes  de  carrés; 
mais  ces  cas  d'exception  peuvent  se  déduife  du  cas  général 
par  la  méthode  des  limites. 

Examinons,  par  exemple,  le  premier  de  ces  cas.  qui  com- 
prend tous  les  autres,  et  qui  correspond  à  Thypotlièse  où  les 
sphères 

se  rapprochent  indéfiniment,  et  viennent  se  confondre.  Alors 
les  équations  (3)  et  (4)  prennent  les  formes 

fl,iC,'-H  ■  ■  ■  -h  ar^''-i'2bx.x'.^-=  0  . 

Au  moyen  de  la  première  de  ces  formules,  quie>^tuno  identité, 
on  peut  éliminer  x^x'.^  de  la  seconde.  L'équation  de  la  cyclide 
ser?.  donc  de  la  forme 

(6)  A,;r;-  -+  A,.r,*  -h  A,xî  -i  A,.r./  =:  0  . 

Mais  la  sphère  (a\),  étant  orthogonale  à  la  sphère  infiniment 
voisine  (x,) ,  devra  se  réduire  à  un  point,  et  comme  elle  est 
aussi  orthogonale  à  (S,)  .  (S^)  ^(83) ,  le  point  auquel  elle  se 
réduit  sera  à  rintersectioii  de  ces  trois  dernières  sphères. 
L'équation  (5)  représente  donc  une  cyclide,  qu'on  pour^^a 
transformer  par  une  inversion  en  une  quadrique.  Il  suffira  de 
mettre  le  pôle  de  l'inversion  au  point 

x^  =  0  . 
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H. 


Soit,  donc 


(6)  y\ar  =  i^ 

l'équation  d'une  cyclide  générale. 

D'après  la  formule  (33)  de  îa  Note  précédente,  les  coordon- 
nées m,  d'une  sphère  tangente  au  point  .17,  auront  pour 
expression 

(7)  rïii  :=  {\i  + 1) Xi , 

où  /  a  une  valeur  fixe,  mais  quelconque.  Ces  coordonnées 
devront,  par  conséquent,  satisfaire  aux  deux  relations 


Ai  4-  // 


En  éliminant  X  entre  ces  deux  équations,  on  aurait  la  relation 
qui  doit  avoir  lieu  entre  les  quantités  w^ ,  pour  que  la  sphère 
qu'elles  déterminent  soit  tangente  à  la  cyclide.  On  obtiendra 
évidemment  cette  relation,  en  exprimant  que  la  première  des 
équations  (8)  a  une  racine  double.  Celte  équation  étant  biqua- 
dratique,  son  discriminant  sera  du  douzième  ordre  par  rapport 
aux  quantités  îw,-  .  Soit 

(9)  W{nii)^0 

l'équation  qu  on  obtient  en  régalant  à  zéro.  Elle  est  homogène 
et  du  douzième  ordre  par  lapport  aux  quantités  w,  ;  ou  en 
déduit  les  conséquences  suivantes. 

Si  l'on  clierche  combien  on  peut  faire  passer,  par  l'inter- 
section de  deux  sphères  données,  de  sphères  tangentes  à  la 
cyclide,  il  faudra  remplacer  wi,  par  m,  +  À^»', ,  et  Ton  aura 
pour  À  une  équation  du  douzième  ordre. 

(10)  H'(w?.--»-).w'i)  — 0  . 

Donc  ;}or  un  cercle  on  peut  mener  douze  sphèrex  tangentea  à  la 
cyclide. 
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Si  Ce  cercle  devient  une  ligne  droite,  les  splières  (jui  le 
contiennent  sont  des  plans.  Donc  (a  cyclide  est  de  la  douzième 
classe. 

Enfin,  si  les  deux  sphères  données  w,- ,  w',  sont  concentri- 
ques, les  sphères  (w, -4- À  m',)  ont  le  même  centre  que  les 
premières.  Donc,  dans  une  série  de  sphères  concentriques,  il 
y  en  a  douze  qui  sont  tangentes  à  la  cyelide.  En  d'autres 
termes,  d'wti  point  on  peut  memr  douze  normales  à  la  cyelide. 

Toutes  ces  propositions,  si  différentes  en  apparence,  sont 
ici  des  conséquences  d'un  principe  unique. 

Ajoutons  que  l'équation  (9),  en  y  regardant  les  w,-  comme 
les  coordonnées  d'un  plan,  est  Véquatiôn  tangentielle  de  la 
surface.  Cette  équation  est  de  la  forme 

{»__!»  — 0. 


m. 


Proposons-nous  de  rechercher,  quand  la  sphère  (m^  est 
quelconque,  quelle  est  la  signification  géométrique  des  racines 
de  l'équation 


l 


=  0 


Nous  obliendrons  ainsi  le  résultat  suivant.  La  sphère  (mi) 
ccupe  la  cyelide  svivant  une  courbe  située  sur  quatre  cônes  du 
second  degré.  La  détermination  de  ces  quatre  cônes  s'effecttie  par  la 
résolution  de  Céquation  précédente. 

Soit,  en  effet, 

(H)  S  =  2WrS.-  =r  .f'  +  y«  -+-.?'  H —  0 

l'équation  de  la  sphère  sécante,  écrite  en  coordonnées  ordi- 
naires. Pour  tous  les  points  de  la  cyelide  situés  sur  cette 

S,, 
sphère,  on  pourra  remplacer  .t.- =  jt-  par  la  fonction  du  premier 

a  y 

degré  — ^=a, ,  et,  si  Ion  effectue  celte  substitution  à  la 
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fois  dans  l'équation  de  la  cyclide  et  dans  Fa  relation  identique 
entre  les  quantités  Xi ,  on  aura  les  deux  équations 


(it) 


yA,«,*=::0,  y«,*rr=Ô, 


qui  représentent  la  première  une  quadrique,  la  seconde  la 
sphère  sécante  (S).  On  a  aussi  l'identité 

(43)  yw,«,=o, 

en  remplaçant  t,  par  a,-  dans  Téquation  de  la  sphère  (S) . 

Cherchons  les   cônes  passant   par  l'intersection  des  deux 
quadriques(12).  Pour  cela,  il  faudra  exprimer  que  l'équation 


2 


(A.4-/)i.,'^-rO 


représente  un  oéne,  en  tenant  compte  de  la  relation  ideo- 
tique  (48).  On  obtient  ainsi,  sans  difficulté  particulière, 
l'équation 

(•4)  lî^=0 

^W  Ai  +  A 

et  les  eoordannées  du  sommet  du  cône  ont  pour  valeur 


A.H-i 


La  proposition  que  nous  avions  en  vue  est  donc  démontrée, 
et  l'on  voit  bien  pourquoi  une  racine  double  de  l'équation  (14) 
correspond  à  une  sphère  tangente.  Si  deux  cônes  viennent  se 
confondre,  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  de  la  cyclide 
aura  un  point  double  à  leur  sommet  commun,  qui  sera  le 
point  de  eontact  de  la  sphère  avec  la  cyclide. 

La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  fournit  sans  difficulté 
les  sections  circulaires  des  cyclides.  Cherchons,  en  effet,  les 
sphères  doublement  tangentes;  il  faudra  que  l'un  des  quatre 
cènes  déterminés  par  l'équation  (14)  se  réduise  à  deux  plans, 
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et  pour  cela  il  est  indispensable  que  l'une  des  coordonnées 
du  sommet,  %^ ,  par  exemple,  devienne  indéterminée.  Soit 

;//,  irrO  ,        X  r=  —  A,  ; 

comme/.  —  — A,  doit  être  lacine  donbie,  on  .mra,  en  expri- 
mant ce  fait, 

5 

Si,  au  lieu  de  a, ,  on  prenait  a,  ,  a,  ,  ....  on  aurait  bien  les 
cinq  séries  de  sphères  doublement  tangentes,  interprétons  les 
équations  (15). 

Le  première  de  ces  équations  indique  que  les  sphères  de  la 
série  sont  toutes  orthogonales  à  la  sphère  (S,) . 

D'ailleurs,  si  l'on  appelle  S,  la  puissance  du  centre  de  l'une 
des  sphères  par  rapport  à  la  sphère  {%) ,  on  a  d'après  la  for- 
mule (9)  de  la  Note  précédente, 

R.ff?,— S.  — R*,       R,m,=rO==S,  — R', 

et  par  suite 

S.— S, 


En  substituant  ces  valeurs  dans   la  deuxième   des   équa- 
tions (15),  un  obtient 


(16) 

Cette  équation  du  lieu  des  centres  est  bien  du  second  degré, 
et  elle  représente  une  surface  conjuguée  par  rapport  au 
tétraèdre  formé  des  centres  des  sphères  (S,/ ,  . . .  ,  (S^). 

On  retrouve  donc' la  génération  des  cyclides  due  à  M.  Mou- 
tard. Nuus  n'insisterons  pas  sur  les  déinonstia  lions  très  simples 
qu'on  pourrait  donner  ici  des  relations  entre  le?  quadriques, 
;i  l'aide  du  système  de  L'Oor(Jonnées  que  nous  avons  employé. 
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IV. 


Nous  avons  vu  que  la  condition  de  contact  d'une  sphère  et 
de  la  cyclide  s'obtient  en  égalant  à  zéio  le  discriminant  de 
l'équation 


1 


A,^.=  " 


du  4*  ordre  en  À.  Ce  discriminant  e^t  de  la  forme 

où  I  et  J  sont  des  fonctions,  du  A''  et  du  6^  degré  respective- 
ment, des  quantités  w, .  On  peut  se  demander  quelle  est  la 
signification  géométrique  des  équations 

1—0         ou         J  r=:  0  . 

Pour  répondre  à  cette  question,  nous  rappellerons  le  théo- 
rème suivant,  du  à  M.  Cremona  (*). 

Si  par  deux  points  d'une  cyclique  (et  en  général  d'une 
biquadratique  gauche)  on  mène  des  plans  tangents  à  la 
cyclique,  ou,  si  elle  est  plane,  des  cercles  tangents,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  plans  ou  des  quatre  cercles  ainsi 
obtenus  est  constant. 

Cette  valeur  constante  est  précisément  le  rapport  .inliarmo- 
nique  des  racines  de  l'équation  précédente  du  4^  degré. 

Quand 

1  =  0, 

cette  valeur  est  égale  à  une  racine  cubique  imaginaire  de 
l'unité;  [es  diiîérents  rapports  anharmoniques  qu'on  peut 
former  avec  les  quatre  racines  sont  égaux.  Nous  dirons  avec 
jM.  Cremona  que  la  courbe  est  équiharmoniqne. 


(')  Gkemona  .  Mémoire  de  géométrie  pure;  sur  les  surfaces  du  3*  ordre. 
Journal  de  Borchardi,  t.  liXVlI!,  p.  119. 
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Ainsi,  les  sphères  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation 

(17)  Î  =  G 

coupent  la  surface  suivant  des  cyclides  équiharmouiques. 

Les  quatre  cercles  ou  plans  sont,  au  contraire,  en  rapport 
harmonique,  si  les  coordonnées  de  la  sphèie  satisfont  à 
l'équation 

(18)  J:=0. 

Les  ociuatioiis  (17)  et  (iS)  étant  des  ordres  4  et  6,  les  plaas 
qui  satisfont  à  ces  équations  enveloppent  de:s  surfaces  de  la 
4*  et  de  la  6®  classe  respectivement.  Nous  avons  donc  les 
théorèmes  suivants  : 

L'enveloppe  des  plans  coupant  une  cydide  suivant  des  courbes 
équiharmoniques  est  une  surface  de  la  4^  classe. 

L'enveloppe  des  plans  coupant  suivant  des  courbes  harmoniques 
est  de  la  6^  classe. 

Ces  propositions,  qui  s'appliquent  à  toutes  les  surfaces  du 
4^  ordre  à  conique  double,  sont  lextension  des  théorèmes  de 
M.  Cremona  relatifs  aux  surfaces  du  3®  ordre  {^). 

Plus  géni^ralement  l'équation 

(19)  1'  — Kr  =  o 

convient  à  toutes  les  sphères  coupant  la  cyclide  suivant  des 
courbes  de  même  rapport  anharmonique.  Celles  de  ces  sphères 
qui  se  réduiront  à  des  plans  envelopperont  une  surface  de  la 
12«  classe. 

V. 

Étant  donnée  la  cyclide 

f(x,)  =  '2t^,x^  =  0  , 

CJ  Journal  de  Bmchanlt,  L  l."XViH,  ]..  08. 
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nous  avoîii  vu  que  Téquation  générale  des  sphères  tangentes 
à  la  cycHde  au  point  (a?,)  est  h  suivante, 

V 

7  (A.4-/;X<;X-.-=^0  . 


Si  Ton  donne  à  /  les  six  valeurs 


A, 


on  obtient  successivement  une  sphère  réduite  au  point  de 
contact  (:Ci)  et  les  cinq  sphères  doublement  tangentes  à  la 
surface  ayant  un  de  leurs  points  de  contact  en  (j?,)  .  Les 
rapports  anharmoniques  de  ces  cinq  sphères  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  êc  leurs  centres  disposés  sur  la  normale  au 
point  (Xi)  seront  les  mêmes  que  ceux  des  six  nombres  précé- 
dents, c'est-à-dire  seront  constants.  Donc 

Une  normale  quelconque  à  la  cyclide  rencontre  les  cinq  défé- 
rentes en  cinq  points,  qui  sont  les  centres  de  sphères  doublemeni 
tangentes  à  la  cyclide  et  ayant  un  de  leurs  points  de  contact  au 
pied  de  la  normale.  Ces  cinq  points  et  le  pied  de  la  normale  déter- 
minent sur  cette  droite  une  division  komographique  à  nne  division 
fixe;  en  d'autres  termes,  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
quelconques  de  ces  cinq  points  demeure  constant  (*). 

La  proposition  précédente  est  la  généralisation  d'un 
théorème  important,  relatif  aux  normales  des  quadriques  qui 
sont  divisées,  comme  on  sait,  par  les  plans  principaux  dé  la 
surface  et  par  leur  pied  en  segments  conservant  des  rapports 
invariables.  Nous  allons  compléter  cette  analogie  en  cher- 
chant, dans  le  cas  des  cyclides,  le  lieu  des  points  qui  forment 
sur  chaque  normale,  avec  trois  quelconques  des  six  précédents , 
un  rapport  anhiarmonique  conslant.  Cela  revient  à  chercher 
le  lieu  des  centres  des  sphères  tangentes,  correspondantes  a 
une  même  valeur  de  / .  Nous  dirons  que  toutes  ces  sphères 


(')  Voir  u«  Mémoire  de  l'auteur,  Annales  de  l'Ecuk  Normale  supérieure, 
t.  I,  2«  série. 


iJ82  sua    UNE   CLASbK    REMAKQUABLt 

sont  des  sphères  bm^enies  de  ntéme  rapport  anharmonique .  Elles 
se  représenteront  dans  les  Notes  suivantes. 
Leurs  coordonnées 

satii-foat  évidennuent  aux  deux  équatioris 

(20)  Y    ""-.=0,    V,^  =  0. 

Si  Ton  désigne  les  coordonnées  de  leur  centre  para?,,  on 
auiu,  en  veilu  de  la  formule  io^^)  de  la  Note  précédente, 

K 

lUi  —  Jti  -4-    -   ' 

et  il  faudra,  pour  obtenir  le  lieu  des  centres,  éliminer  K  entre 
les  deux  équa'ions 


(21) 


'   L  (A,  +  >r 


Posons 


Là      ki-\-\ 
j  ^0)=^(>.  +  A,)(>.  +  A, 


(>.  +  A.) , 


Xi 


(22) 


fW 


^^^l-êr. 


les  équations  (^2)  pourront  être  remplacées  par  le  système 
suivant 

v'+2/-K  +  ^K'  =  0, 

et,  en  éliminant  K ,  on  aura 


(23) 


(24) 


(,,f-^f f  =  (v/-/-v')(/--y-«fr) , 


DK  COURBES  ET  DE  SURFACES  ALGKBKIÛUES.  283 

OU  encore 

Cette  équation  est  du  k^  ordre  par  rapport  aux  quantités  Xi  ; 
mais,  comme  elle  ne  dépend  en  réalité  que  des  dilTérences 

Xi       Xj  __  S,-  —  Sj 

R,  ""  Ri  ~  ""rTrT  ' 
la  surface  qu'elle  l'eprésente  sera  en  général  du  4®  ordre.  Elle 
aura  d'ailleurs,  d'après  l'équation  (M),  une  conique  double, 
représentétî  par  les  équations 

<r        f       -^ 
et  enfin,  d'après  l'identité 

elle  se  réduira,  pour  À= — A^,  à  une  quadrique  double.  En 
effet  /"'  —  9  'I  deviendra  nul,  et  l'équation  (25)  prendra  la 
forme 


0  . 


Cette  quadrique  est  une  des  déférentes  de  la  cyclide. 

Nous  retrouverons  la  surface  précédente  dans  la  discussion 
du  pi'oblème  des  normales. 


VI. 


Nous  venons  de  considérer  des  sphères  tangentes,  et  de 
définir  ce  que  nous  appelons  les  sphères  de  même  rapport 
anharmonique.  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  étudier  tous  les 
plans  tangents  de  même  rapport  anharmonique,  c'est-à-dire 
correspondants  à  une  même  valeur  de  >. . 

Soient   nii  les   coordonnées   de   ces   plans   tangents;   elles 
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satisferont  aux  deux  équations 
<26)  >-— i--_.0,      > 


où  À  reste  constant;  et  conime,  dans  le  système  actuel  de 
coordonnées  appliqué  au  plan,  les  m^  sont  simplement  des 
coordonnées  tangentielles  ordinaires  (Note  X),  nous  voyons 
que 

Les  plans  tangents  de  même  rapport  anharmonique  enveloppent  une 
déveUifpable  de  4^  classe;  circonscrite  aux  deux  quadriques  (itï). 

Nous  allons  compléter  ce  théorème  en  prouvant  que  les 
points  de  contact  de  ces  plans  tangents,  correspondants  à  une 
même  valeur  de  X ,  sont  sur  une  courbe  sphérique  de  la 
cyclide;  que,  si  l'on  fait  varier  X,  les  différentes  tourp^s 
ainsi  obtenues  sont  sur  des  sphères  concentriques;  et,  enfin, 
que  ces  sections  sphériques  sont  les  seules  suivant  lesquelles 
une  quadrique  puisse  être  inscrite  à  la  cyclide. 

Soit,  en  effet. 


ï 


(A.  +  >.)  X,-a-,-  —  0 


l'équation  d'une  sphère  tangente,  de  rapport  anharmonique  X. 

Pour  qu'elle  se  réduise  à  un  plan,  il  faut  que  Ton  ait 


(27)  l^A.  +  :)-^'^^0, 

c'est-à-dire  que  le  point  de  contact  soit  sur  la  sphère  repré- 
sentée par  réquation  précédente.  Ainsi,  le  lieu  des  points  de 
contact  des  plans  correspondants  à  une  même  valeur  de  a  est 
bien  une  courbe  sphérique. 

Si,  dans  l'équation  (27),  on  fait  varier  X,  on  obtient  une  séria 
de  sphères  concentriques.  Il  reste  à  démontrer  que  les  sections 
de- la  cyclide  par  ces  sphères  sont  les  seules  courbes  suivant 
lesquelles  une  quadrique  puisse  être  inscrite  à  la  cyclide/ 

Soit,  en  effet, 

b=  7  m, Xi 
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une  sphère  sécante  quelconque,  et  posons 


Pour  tous  ies  points  d'intersection  de  (S)  et  de  Ja  cyclide, 
on  peut  remplacer  la  fonction  du  second  degré  a;,  par  la 
suivante, 

A 

''''       BR,  ' 

qui  est  du  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  ordi- 
naires, et  réquation 

(28)  2(A,  +  -.)(..,_A.)  =  o 

représente,  quand  on  y  fait  varier  À,  toutes  les  quadriques 
passant  par  l'intersection  de  la  cyclide  et  de  (S).  Développons 
cette  équation;  nous  aurons 

ou 

Comme  la  cyclide  a  pour  équation 

y  A,.T,2  =  0  , 

on  voit  que  la  quadrique  (28)  coupe  la  cyclide  suivant  deux 
courbes  distinctes,  situées  sur  les  sphères 

Pour  que  la  quadrique  soit  inscrite  à  la  cyclide,  il  faut  que 
ces  deux  sphères  se  confondent,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 


s  =  2^ 


).)a;, 
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On  obtient  alors 
et  réquàtion  (29)  se  réiiuit  à  la  suivante, 

qui  montre  que  la  quadrique  est  inscritt;  m  la  cyelide  proposée. 

L'hypothèse  B  —  0 ,  qui  met  les  raisonnements  en  défaut, 
correspond  aux  cyclides  du  3*^  ordre,  qui  n'admettent  pas  de 
quadriquês  inscrites. 

Ainsi  Iss  plans  tangents  de  même  rapport  an-harmonique  forme- 
ront une  suite  de  déi^eloppables  de  4^  classe,  circonscrites  à  la  cyclide 
sukaifii'êes  courbes  sipiiériques  du  4"  ordre.  Les  tangentes  doubles 
de  ces  développables  seront  les  seules  droites  par  lesquelles  on 
pourra  Wiener  à  la  cyclide  deux  plans  tangents  distincts,  de  même 
rapport  anhannonique. 
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i^«5e   XII 

Sur  le  problème  des  normales  aux  cyclides, 

I. 

Supposons  que  l'on  se  propose  de  mener  d'un  point  des 
normales  a  une  surface  algébrique.  Le  problème,  de  quelque 
manière  qu'rin  le  traite,  s**  ramène  eiî  définitive  à  h  résolution 
d'une  équation  algébrique,  contenant  une  seule  inconnue  w . 
Le  de^TC  de  cette  équation  donne  le  nombre  des  normales 
qu'on  peut  mener  d'un  point  à  une  surface  algébrique.  Mais 
la  discussion  du  problème  est  plus  ou  moins  simple,  suivant 
l'arbitraire  qu'on  a  choisie. 

Supposons  qu'on  se  propose  do  chercher  les  points  de 
l'espace  pour  lesquels  deux  normales  menées  à  la  surface  se 
confondent.  Si  Ton  exprime  que  l'équation  en  u  a  une  racine 
double,  on  obtiendra  un  lieu  géométrique,  plus  général  que 
celui  que  l'on  demande,  et  qui  est  la  surface  des  centres  de 
courbure. 

Choisissons  pour  inconnue,  par  exemple,  le  carré  de  la 
distance  du  point  d'où  l'on  mène  des  normales,  au  pied  de 
chaque  normaie,  11  est  clair  que,  si  l'on  prend  un  point  A  sui 
le  lieu  des  centres  des  sphères  doublement  tangentes  à  la 
surface,  il  y  aura  une  sphère  ayant  son  centrr  en  A  et  tan- 
gente en  deux  ponil>  ^' ,  a'  à  la  surface.  Les  droites  Au  ,  Aa' 
seront  deux  normales  menées  du  point  A ,  et  correspondantes 
à  une  même  valeur  de  n .  L  équation  en  w  aura  donc  une 
racine  double,  sans  que  les  deux  normales  menées  du  point  A 
et  correspondantes  à  cette  racine  double  soient  confondues. 

Il  en  sera  de  même  si  Ton  prend  toute  autre  inconnue, 
l'abscisse,  par  exemple,  du  pied  de  la  normale;  car,  si  le 


288  suit    LiNU    CI.ASSK    UËJIARUliABLf- 

poinf,  A  se  trouve  but  la  surface,  lieu  des  points  d'où  Ton  peut 
mener  deux  iiorraales  dont  les  pieds  aient  même  abscisse,  il 
est  clair  qu'on  aura  pour  T abscisse  une  racine  double  à 
laquelle  correspondront  deux  normales  dijfférentes. 

On  voit  donc  que,  de  quelque  manière  qu'on  aborde  le 
problème,  il  sera  bien  diffîcilf  de  ne  pas  avoir  à  examiner  et 
ii  rejeter  des  solutions  étrangères,  dépendant  uniquement  du 
choix  de  Tinconnue  et  variant  avec  elle.  On  peut  ajouter  que 
ia  Blême  normale  peut  correspondre  à  deux  valeurs  distinctes 
de  Tinconnue.  C'est  ce  qui  explique  les  grandes  difficultés 
qu'offre  l'étude  du  problème  des  normales.  Ces  difficultés  ont 
iHé  surmontées  d'une  manière  complète  dans  le  beau  Mémoire 
de  M.  Clebsch  relatif  aux  surfaces  quadriques. 

Le  problème  des  normales  aux  cyclides  est  beaucoup  plus 
compliqué  que  le  problème  analogue  relatif  aux  surfaces  du 
second  ordre.  Il  est  d'ailleurs  d'une  moindre  importance; 
aussi  mecontènterai-jed'en  indiquer  la  solution,  sans  examiner 
tous  les  cas  particuliers. 

On  a  déjà  vu  (art.  60)  que  la  cyclide  a  trente  normales  dou- 
bles, qui  sont  les  normales  abaissées  des  centres  des  cinq 
sphères  directrices  sur  les  déférentes  correspondantes. 

On  a  vu  aussi,  dans  la  Note  précédente,  que  d'un  point  on 
peut  mener  douze  normales  à  la  cyclide.  Voici  comment  on 
peut  former  l'équation  dont  dépendent  ces  douze  normales. 

Soit 
(4)  ^im,)  =  Ù 

ia  condition  de  contact  déjà  trouvée  entre  une  splière  et  la 
cyclide.  Si  les  coordonnées  du  centre  sont  a;,-,  on  aura 

(2)  mi  =  lXi  +  ~^ 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  l'équation  en  - 


(x..H-£)  = 


fera  connaître  les  différentes  sphères  ayant  pour  centre  le 
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point  (Xi) ,  et  tangentes  à  la  cyclide,  c'est-à-dire  les  normales 
menées  du  point  (a?,) .  Mais  il  est  préférable  de  suivre  la  méthode 
suivante. 

Nous  avons  vu,  dans  la  Note  précédente,  que  la  condition 
de  contact  s'obtient  en  éliminant  X  entre  deux  équations 


(3) 


L  ).  -f-  A, 


Cela  posé,   soient  deux   sphères   données   (m.)  ,  (w',) ,   et 
cherchons  combien  on  peut  faire  passer  par  leur  intersection 
de  sphères  tangentes  à  la  cyclide.  Il  suffira  ensuite  de  supposer 
concentriques  les  deux  sphères  données  pour  obtenir  la  solu 
tion  de  notre  problème  particulier. 

Toute  sphère  passant  par  l'intersection  des  deux  proposées 
a  pour  coordonnées  m,  +  A;m',,  et  Ton  aura,  pour  déterminer 
A;  et  À,  les  deux  équations 

U       ).  +  A, 


(5) 


Posons 


(Vj  =  (;  +  A  j  (X  4-  A,)  ...  ().  +  A  j  , 


A, 

les  équations  (5)  et  (6)  seront  équivalentes  aux  suivantes, 

(8)  ?(X)+2/().)A'  +  .|.(;)^*r=0, 

(9)  o'  (>)  +  2/'  (À)  ^  4-  V  (À)  ]e  .-=  0  . 
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La  première  de  ces  équations  est  du  4®  degré  en  À  ,  la  seconde 
est  là  dérivée  de  la  première  par  rapport  à  X. 

Notre  première  méthode  pour  la  recherche  des  normales 
revient  à  l'élimination  de  X  entre  ces  deux  équations,  élimi- 
nation qui  se  fait  en  exprimant  que  l'équation  (8)  en  À  a  une 
racine  double;  mais  nous  aurons  avantage  à  éliminer  /.  nu 
lieu  de  X.  On  est  ainsi  conduit  à  l'équation  finale 

(10)  («pf-'ff')'  =  4(fr-r?')(/"f-^/''), 

qui  est  du  douzième  ordre  en  X ,  et  qui  peut  être  mise,  comme 
on  sait,  sous  la  forme  équivalente 

II  y  a  quelques  remarques  à  présenter  sur  cette  équation. 
On  a  d'abord  identiquement 

et,  si  Ton  introduit  le  polynôme  du  troisième  degré  suivant 

l'identité  (12)  peut  s'écrire 

(13)  /*-y^zr.n(>)F(/), 

et  l'on  déduit  de  là,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

On  peut  donc  donner  à  l'équation  (M)  en  a  la  forme 
nouveHe 

(14)  (d  F'  +  n'F)'  =  4oF  (f^— '/-y  ) . 

Nous  avons  ainsi  deux  formes  distinctes  et  également 
importantes  de  notre  équation  en  X.  On  voit  que  cette  équa- 
tion est  du  8®  ordre  par  rapport  aux  quantités  m,- ,  w, ,,  et  il 
est  clair  que,  si  on  la  développait,  elle  ne  dépendrait  que  des 
binômes  niim' — m^m'i.  Elle  est  donc  à  la  fois  homogène  et 
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du  4«  ordre,  soit  par  rapport  aux  m, ,  soit  par  rapport  aux  w',. 
Nous  allons  chercher  dans  quel  cas  elle  peut  avoir  une  racine 
double. 

Son  discriminant,  que  nous  appellerons  A  et  qui  est  du 
22®  ordre  par  rapport  aux  coefficients,  devra  donc  être 
du  88*^  ordre,  soit  par  rapport  aux  w^,  soit  par  rapport  aux  m\ . 
Nous  allons  chercher  les  facteurs  de  ce  discriminant,  et  déter- 
miner leurs  degrés  de  multiplicité. 

Si  Ton  désigne,  pour  abréger,  par 

f  1}  ,  k) 

le  premier  membre  de  Téquation  (8),  notre  équation  en  À  est 
le  résultat  de  l'élimination  de  k  enfre  les  deux  suivantes 

♦  (X,t)  =  0.      ^  =  0. 

Considérons  les  deux  valeurs  k^  et  k^  de  k,  tirées  de  la 
seconde  équation,  comme  des  fonctions  de  X  déterminées  par 
cette  équation^  et  portons-les  dans  la  première.  Le  résultat  de 
l'élimination  de  k  prend  ainsi  la  forme 

(15)  *(•>..  A-„)*(>,  iV)  =  û. 

Four  qu'il  y  ait  une  racine  double  de  l'équation  en  À,  il 
faut  que  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  (15)  par 
rapport  à  À  soit  liiiile,  ce  qui  donne 

(16)  *  (X  ,  k\)  rf*  (),  ,k,]-hi> (a  ,  k,)  0* (). ,  k,)  =  0  . 

Mais  un  des  deux  facteurs  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (15)  est  nul.  On  a,  par  exemple, 

*(^A-,)  =  0. 

L'équation  (16)  se  réduit  alors  à 

^{\,k,)d*{i,K)=^0, 

et,  en  tenant  compte  de  l'équation 
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qui  définit  A-,  comme  fonction  de  À,  il  reste 

On  est  ainsi  conduit  aux  trois  hypothèses  suivantes  : 

!•  *  ().  ,  A-o)  =  0  ,      ♦  0  ,  k.)  —  0  . 

c'est-à-dire,  les  deux  équations  (8)  et  (9)  en  k  doivent  avoir 
deux  racines  communes  ou  la  seconde  une  racine  double 
k^  =  k^ .  Cette  seconde  supposition  doit  être  rejetée,  car  elle 

rendrait  infinie  la  dérivée  -r-° ,  et  l'examen  de  la  première  nous 
d.>.  ^ 

conduit  au  résultat  suivant  : 

Le  discriminant  cherché  A  contient  un  premier  fadeur,  qui 
est  le  résultat  de  l'élimination  de  a  entre  le?  trois  équations 

(18)  ]f,'^.f'=Q, 

Ur-fv  =  ^. 

Désignons  par  M  ce  premier  facteur.  Pour  l'obtenir,  multi- 
plions chacune  des  équations  (18)  successivement  par  1  ,  a  ,  À'  ; 
nous  obtiendrons  ainsi  9  équations  du  8^  ordre  au  plus  en  À. 
En  éliminant  X  par  la  méthode  dialytiquu,  nous  aurons  une 
résultante  M  du  18^  ordre  soit  par  rapport  aux  m,,  soit  par 
rapport  aux  m',-,  et  du  30-  ordre  par  rapport  à  ces  deux  séries 
de  variables  prises  sim.ultanément.  Cette  ré^5ultante  M  figure 
dans  le  discriminant  cherché  a  ,  élevée  ;u  carré.  (Nous 
indiquons  plus  loin  la  méthode  générale  au  moyen  de  laquelle 
nous  avons  déterminé  les  puissances  auxquelles  doivent  être 
élevés  les  différents  facteurs  de  A.; 

*2°  L'équation  (17)  sera  aussi  vérifiée  dans  l'hypothèse 
suivante  : 

♦(>,*.)= 0.    |i^  =  o, 

c'est-à-dire  si  l'équation  (8)  en  k  a  une  racine  double.  Cela 
donne 
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OU,  d'après  les  notations  (13), 

o  F  —  0  . 
L'équation  (l^)  se  réduit  alors  à 

Le  discriminant  A  doit  donc  contenir  comme  facteur  le 
discriminant  do  nrF,  ce  qu'il  est  d' ailleurs  facile  de  reconnaître 
d'après  la  forme  de  réquatioîï  (14;. 

Or,  le  discriminant  de  ctF  ?e  compose  de  trois  pasties  :  le 
discriminant  de  o,  qui  est  une  constante;  celui  de  F,  que 
nous  appellerons  2,  et  Va  résultante  élevée  au  carré  de  vj  et 
de  F. 

F  étant  une  fonction  du  3®  degré  en  X,  son  discriminant  2 
sera  du  8®  ordre  par  rapport  aux  m,-. 

Quant  h  la  résultante  de  ny  et  de  F,  elle  se  compose  des 
cinq  facteurs  Q, ,  qu'on  obtient  en  portant  dans  F  les  racines 
de  CT  ,À=: — A,.  On  a 

^'~li        A,- A, 

â®  Enfin,  le  discriminant  de  l'équation  en  X  contient  un 
dernier  facteur,  correspondant  à  Thypothèse  suivante,  déduite 
de  l'équation  (17), 

âk 

La  dernière  de  ces  équations  peut  être  remplacée,  en  tirant  j^ 

de  réquation 


par 


Donc,  notre  dernier  facteur  correspond  au  cas  où  Téqua- 
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tion  (8)  en  À  a  une  racine  triplf,  c'est-à-dire  où  la  sphère 
correspondante  a  un  contacl  stationnaire  avec  la  surface.  En 
appelant  G  ce  dernier  facteur,  le  discriminant  cherché  sera 

18)  M*GQ.'Q,'Q,^Q,'Q,^v.:.A. 

Il  nous  reste  à  déterminer  le  degré  de  G  et  aussi  à  indiquer 
comment  on  détermine  l'exposant  de  chacun  des  facteurs  du 
discriminant  A.  Commençons  par  G. 

Exprimons  que  l'équation 


l 


a  une  racine  triple.  Comme  elle  est  du  4«  degré  en  a,  on  aura 
les  conditions  cherchées  en  égalant  à  zéro  les  deux  invariants 
I  .  J  ,  ce  qui  donne 

1  =  0,         J==:0, 

équations  du  4*  et  du  6«  degré  respectivement  par  rapport 
aux  nii. 

Cela  posé,  pour  avoir  G  ,  on  remplacera  dans  ces  équations 
nii  par  nit  +  k  m'i .  On  obtiendra  deux  équations  en  k ,  l'une 
du  4^,  Fautre  du  6®  degré,  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  k . 
Les  coefficients  étant  homogènes  par  rapport  aux  m,  ,  m', ,  et 
des  degrés  4  et  6,  G  sera  de  l'ordre 

6  X  4  -i-  4  X  6  =  48 

par  rapport  à  ces  mêmes  quantités.  Il  sera  donc  seulement  de 
Tordre  24  par  rapport  à  chacune  des  séries  de  variables ,  par 
rapport  aux  w<  par  exemple;  car,  de  même  que  A  et  tous  les 
facteurs  de  A,  G  par  la  nature  môme  de  la  question  dépend 
uniquement  des  binômes  w,  m'j  —  m_,  w', . 

En  réunissant  tous  les  résultats  trouvés,  on  voit  bien  que  le 
discriminant  (18)  est,  comme  cela  doit  être,  du  88*  ordre  par 
rapport  aux  m. .  Nous  allons  maintenant  indiquer  comment 
nous  avons  déterminé  les  degrés  de  multiplicité  de  ses  difle- 
rcnts  facteurs. 
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A  cet  effet,  nous  exposerons  d'abord  une  méthode  générale 
qui  permet  de  traiter,  dans  bien  des  cas,  des  questions  de  la 
nature  de  celle  que  nous  avons  à  examiner  ici. 

Étant  donnée  l'équation 

on  sait  que  le  discriminant  de  cette  équation  est,  à  un  facteur 
numérique  près,  égal  à 

(19)  <"-«n(a;,— (r,)«, 

les  Xi  désignant  les  racines  de  l'équation  proposée.  D'après 
cela,  toutes  les  fois  qu  un  certain  nombre  de  coefficients 

(deux  au  moins)  s'annuleront,  l'équation   aura   une  racine 
nulle  multiple,  et  le  discriminant  s'annulera. 
Supposons,  par  exemple,  que 

fl„ ,  a„_i ,  a„_,  5  «„_»  j  . . . 

contiennent  en  facteur  des  puissances 

«'",«PS«'S«'",  ... 

d'une  quantité  a .  Le  discriminant  devra  contenir  une  certaine 
puissance  de  a,  que  l'on  déterminera  comme  il  suit. 

Lorsque  a  devient  infiniment  petit,  plusieurs  racines  de 
l'équation  sont  aussi  infiniment  petites,  et  l'on  sait,  d'après 
la  règle  du  parallélogramme  de  Newton,  les  développer  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  a.  Quant  aux 
autres  racines,  elles  demeurent  finies  et,  en  général,  inégales. 
En  substituant  dans  le  discriminant  (19)  les  expressions  des 
racines  infiniment  petites,  expressions  qu'il  suffit  en  général 
de  limiter  à  leurs  premiers  termes,  on  verra  quelle  est  la 
puissance  de  a  qui  se  trouve  en  facteur. 

Faisons  d'abord  une  application  de  cette  règle  à  la  démons- 
tration d'un  théorème  de  Joachimsthal  sur  le  discriminant. 
Supposons  que  l'on  ait 
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Alors,  pour  a  =  0,  deux  racines  deviennent  nulle$,  et,  pour  a 
très  petit,  ces  racines  sont  fournies  par  l'équation 

qui  donne 

x  =  kv.,      a-,  =  ,?'«,      X — Xi  =  (k — k')(K  . 

Donc  !e  discriminant  contient  a'  en  facteur.  Or,  si  on  Fécrit 
sous  la  forme 

Mfl„  i-N, 

N  étant  formé  des  termes  qui  ne  contienRent  pas  a,, ,  N  devra 
être  divisible  par  a',  et  par  conséquent  contenir  fl\_i  en  fac- 
teur. Donc  le  discriminant  est  de  la  forme  (*) 
(20)  M«„-i-M,fl*„_,  . 

Dans  le  cas  où  Téquation  proposée  aurait  une  racine  mul- 
tiple x^  différente  de  zéro,  on  serait  ramené  au  cas  précédent 
par  la  substitution  x=^x^-{-  x'. 

Faisons  l'application  de  la  méthode  précédente  à  l'étude  de 
la  question  proposée.  Le  degré  des  facteurs  Q.-  résulte  immé- 
diatement du  théorème  de  Joachimsthal.  Cherchons  le  degré 
du  facteur  M ,  qui  est  la  résultante  des  trois  équations 
A  =  ^i'  — i»'  =  0  , 

Si,  pour  une  valeur  de  À ,  que  nous  pouvons  supposer  égale 
à  zéro,  on  a 

Ar:=0, 


(M  Si  l'on  suppose  que  les  termes 

On  ,  On     1  ,  On~t  ,  •  .  • 

soient  on  »  des  degrés 

P,p-i,p-t,-:-  . 

on  arrive  à  cette  proposition  plus  générale  : 

Si  l'on  considère,  dans  une  équation,  les  p  derniers  termes  comme  étant  des 
ordres  p  ,p  —  1  ,p  —  2  .  ... ,  et  les  autres  de  l'ordre  0  ,  tous  les  termes  du  dtV- 
criminant  sont  au  moins  de  l'ordre  p  (p —  1}. 
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en  vertu  de  Tideûtité 

fPi  +  oB-h'hC  —  O, 
on  aura 

B« ,  C» ,  9o ,  ^0  désignant  les  termes  constants  des  fonctions 
correspondantes.  Bo ,  Co  auront  donc  un  facteur  commun,  que 
j'appelle  a,  et  qui  sera  un  facteur  simple  de  la  résultante. 
L'équation  (10)  en  X  étant 

on  volt  que  son  terme  constant  contiendra  a*  en  facteur,  et  le 
coefficient  précédent  a .  Donc  le  discriminant  sera  seulement 
divisible  par  a*  ;  et  comme  a  est  un  facteur  simple  de  M ,  le 
discriminant,  qui  contient  a  au  carré,  doit  aussi  contenir  le 
carré  de  la  résultante  M  en  facteur. 

Nous  allons  faire  l'application  des  résultats  analytiques  qui 
précèdent  à  deux  problèmes  de  géométrie. 


II. 

Le  problème  des  normales  menées  d'un  point  à  la  cyclide 
est  compris  comme  cas  particulier  dans  celui  que  nous  venons 
d'examiner.  Il  suffit  de  supposer  que  les  deux  sphères  w, ,  vi\ 
soient  concentriques.  Alors  toutes  les  sphères  m,  -h  km',-  auront 
même  centre  que  les  deux  premières,  et  la  recherche  de  celles 
qui  sont  tangentes  à  la  cyclide  revient  à  la  détermination  des 
normales  menées  de  leur  centre  commun  à  la  surface.  On  peut 
encore  procéder  comme  il  suit. 

Soient  a-,  les  coordonnées  du  point  M  d'où  l'on  veut  mener 
des  normales,  et  prenons 

(21)  m,  =  a-.,      ^'*  =  F' 

Alors  les  sphères  ?»,  +  km'i  auront  pour  centre  le  point  M 
Les  fonctions  /",  ?  ,  'f  auront  ici  pour  expressions 


298  SUR    UNE   CLASSE   REMARQUABLE 


A, 


Xi 


I  1 


•^«='^'-'-^L-TT, 


et  ç>  (X) ,  -^  (à)  seront  du  3*  degré  seulement.  L'équation  (10), 

(23)  (,c'_^,7.=  (/^d'_i/^')vr?-?7) 

demeurera  du  12®  degré.  Si  Ton  y  considère  À  comme  fixe  et 
les  Xi  comme  variables,  elle  représente  la  surface  du  4®  ordre 
à  conique  double,  étudiée  dans  la  Note  précédente,  lieu  des 
centres  des  sphères  de  même  rapport  anharmonique,  tangentes 
à  la  cyclide. 

La  conique  double  de  cette  surface  est  définie  par  les 
équations 

'^^'  h^=r 

Nous  allons  maintenant  indiquer  la  signification  géométrique 
des  différents  facteurs  du  discriminant. 

Les  Q,-,  égalés  à  zéro,  représentent  les  cinq  surfaces  défé- 
rentes de  la  cyclide. 

En  effet,  pour  chaque  point  M  d'une  déférente,  on  peut  mener 
deux  normales  correspondantes  à  une  même  valeur  deX,  et 
dont  les  pieds  sont  les  points  de  contact  de  la  sphère  de 
centre  M  doublement  tangente  à  la  surface.  L'équation  en  X  a 
donc  une  racine  double. 

2',  égalé  à  zéro,  représente  l'enveloppe  des  quadriques 
homofocales  aux  cinq  déférentes.  Pour  tout  point  M  de  (2), 
deux  normales  à  la  cyclide  viennent  se  confondre  avec  la 
génératrice  rectiligne  de  (I)  passant  en  M,  et  qui,  considérée 
comme  normale,  a  son  pied  sur  le  centre  de  l'infini. 

G,  égalé  à  zéro,  représente  la  surface  des  centres  de  cour- 
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bure.  D'après  les  remarques  que  nous  avons  faites,  G  est  du 
24^  ordre  par  rapport  aux  binômes 

Xi  Xj Si  —  Sy  _ 

qui  sont  des  fonctions  du  premier   degré  des  coordonnées 
ordinaires  du  point.  Donc 

La  surface  des  centres  de  courbure  est  du  24^  ordre. 

Enfin,  le  facteur  M .  qui  est  la  résultante  des  équations 

se  décompose  ici  de  la  manière  suivante. 
Les  fonctions  y  et  <^  sont  du  3*  degré.  Si  donc  on  a 


l 


!=«' 


les  trois  premiers  membres  des  équations  (24)  se  réduisent 
au  4®  degré,  et  l'équation  (23)  en  A  s'abaissera  du  12®  au 
8®  degré.  Elle  aura  quatre  racines  infinies.  Donc  le  facteur 


lî 


doit  figurer  dans  le  discriminant,  et,  en  appliquant  la  méthode 
générale  déjà  indiquée,  on  trouve  qu'il  y  est  à  la  puissance 
sixième.  On  a  donc  ici 


-GIT" 


et  ]S  =  0  représente  le  lieu  des  coniques  doubles  de  toutes 
les  surfaces  représentées  par  l'équation  (23),  quand  on  y  fait 
varier  a. 

Nous  connaissons  maintenant  les  différents  lieux  que  doit 
occuper  le  point  M  pour  que  l'équation  en  X,  qui  détermine  les 
normales  menées  de  ce  point,  acquière  une  racine  double. 

Nos  équations  générales  s'appliquent  aussi  à  la  discussion 
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des  plans  tangents  menés  par  une  droite  à  la  surface,  et  dans 
ce  cas  nos  différents  lacteurs  du  discriïïiinant  (18)  reçoivent 
de  nouvelles  interprotations  géoméliiques. 

Supposons  ici  que  les  m,- ,  w',.  soient  les  coordonnées  de 
deux  plans;  alors  les  m,  -f- fem',  seront  les  coordonnées  d\iu 
plan  passant  par  l'intersection  des  deux  premiers,  et  les  calculs 
que  nous  avons  faits  donnent  la  solution  du  problème  sui- 
vant :  Mener  à  la  cycîido  un  plan  tangent  par  une  droite 
donnée  (/«,- ,  m']).  Voyons  dans  quels  cas  Féquation  en  À  aura 
ici  une  racine  double. 

G  —  0  exprime  que  la  droite  est  tangente  à  la  développable 
formée  par  les  pians  ayant  un  contact  stationnaire  avt^c  la 
cyclide.  Cette  développable  est  donc  de  la  24^  classe. 

Qf  —  0  exprime  que  la  droite  est  tangente  du  cône  enve- 
loppe des  plans  tangents  doubles  passant  par  le  centre  de  la 
sphère  (S,.) . 

V  —  0  est  la  condition  de  contact  d'une  droite  et  de  la 
cyclide. 

L'interprétation  de  l'équation 

M  — 0 
est  un  peu  moins  simple. 

Quand  une  droite  satisfera  à  cette  équation,  on  pourra  mener 
par  elle  deux  plans  tangents  de  même  rapport  anharmonique 
à  la  cyclide;  elle  sera  donc  une  tangente  double  de  l'une  des 
développables  définies  à  la  fm  de  la  Note  précédente,  qui  sont 
les  enveloppes  des  plans  tangents  de  la  cyclide,  ayant  même 
rapport  anharmonique  (*). 


i')  Il  ne  sera  pas  inalile  de  lever  ici  une  objection  qu'on  pourrait  adresser 
à  notre  raéiliode.  Quand  la  droite  rencontre  une  des  seize  droites  S  de  la 
cycUde,  le  plan  mené  par  les  deux  droites  est  un  plan  tangent  double,  d'une 
espèce  particulière,  et  il  doit  être  compté  pour  deux.  Mais  comme  ce  plan 
tangent  double  n'a  pas  'e  même  rapport  anharmonique  pour  ses  deux  points 
de  contact,  il  sera  donné  par  deux  racines  différentes  de  notre  équation  en  X. 
Voilà  pourquoi  nous  ne  le  trouvons  pas  en  exprimant  que  l'équation  en  ^  a 
deux  racines  égale?. 
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On  voit  par  ces  exemples  que  le  problème  général  d'élimi- 
nation résolu  au  coimnencement  de  cette  Note  conduit  à  un 
grand  nombre  de  conséquences  géométriques.  Il  donne  la 
surface  des  centres  ou  la  développée  de  la  cyclide,  la  condition 
de  contact  d'une  droite  et  de  la  surface,  la  développable  formée 
par  les  plans  tangents  stationnaires,  etc.  Les  méthodes  que 
nous  avons  suivies  nous  paraissent  d'ailleurs  applicables  à  toute 
équation 

♦  (> ,  ^)  =  0  , 

qui  serait  d"un  degré  quelconque  en  k  ,  au  lieu  d'être  du  second 
degré,  comme  dans  Texemple  que  nous  avons  traité,  ou  du 
premier  degré,  comme  dans  le  problème  des  normales  aux 
quadriques. 

m. 

Proposons-nous  maintenant  de  rechercher  le  nombre  des 
normales  à  la  cyclide  contenues  dans  un  plan  quelconque. 
11  est  clair  que  cette  question  est  comprise  dans  la  suivante  : 

En  combien  de  points  une  sphère  est-elle  normale  à  la  cyclide? 

Soit  une  sphère  (m,) .  Les  conditions  pour  qu'elle  soit  nor- 
male au  point  (a;,)  sont  les  suivantes  (Note  XI), 

(2ë)  y  m.  A  .a-,  =  0  ,      "^  w?, a^,  =  0  . 

Ces  deux  équations  représentent  iin  cercle  qui  coupe  la 
cyclide  aux  points  clierchés.  Donc  toute  sphère  est  normale  en 
quatre  points.  Si  elle  se  réduit  à  un  plan,  celui-ci  sera  normal 
en  quatre  points,  et  par  conséquent  contiendra  quatre  nor- 
males de  la  cyclide.  La  géométrie  conduit  au  même  résultat. 

Nous  allons,  en  terminant,  déterminer  la  classe  de  la  surface 
des  centres  de  courbure.  A  cet  effet,  étant  donnée  la  sphère  (m,), 
cherchons  la  condition  pour  qu'elle  soit  normale  en  deux  points 
consécutifs.  S'il  en  est  ainsi,  il  est  clair  qu'elle  coupera  la 
cyclide  tangentiellement  à  une  ligne  de  courbure. 

Pour  que  la  condition  précédente  soit  remplie,  il  faudra  que 
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le  cercle  défini  par  les  équations  (^5)  soit  tangent  à  la  cyclide, 
et  par  conséquent  qu'une  sphère 

2  w.-(À.--f-,l3)X.  =  0, 

passant  par  ce  cercle  soit  tangente  à  la  cyclide  en  un  point  (a:.) 
du  cercle.  On  devra  donc  avoir,  en  identifiant  réquation 
précédente  à  celle  d"uae  sphère  tangente  au  point  (>r,-) . 

(A,-  +  p)  rtii  ~  Xi  {Ai  -h  a)  . 

Exprimons  que  le  point  (x-}  se  trouve  à  la  fois  sur  le  cercle 
et  sur  la  oyclicie;  nous  obtiendrons  les  équations  suivantes, 

■'  7  niç'  (A.-  H-  6)  =  0  , 
W  2      A..  +  ).     =^' 


f  V  nu°(Ai-hi)  _ 

\  ^  rA.  +  vf  ~ 


La  première  détermine  ^  .  Éliniiner  À  entre  les  deux  autres, 
c\st  exprimer  que  la  seconde  a  une  racine  double.  Or,  cette 
seconde  équation  n'est  que  du  3^  degré  en  À,  en  vertu  de  la 
première.  On  sera  donc  conduit,  en  égalant  son  discriminant 
à  zéro,  à  une  relation 
(27)  <i>(m.)  =  0, 

du  -i®  ordre  par  rapport  aux  coefficients  de  cette  équation, 
c'est-à-dire,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur,  du  16*  ordre  par 
rapport  aux  m,. 

Les  plans  satisfaisant  à  l'équation  précédente  sont  évidem- 
ment les  plans  normaux  principaux  de  la  cyclide,  et  ils  enve- 
loppent la  surface  des  centres.  Celle-ci  est  donc  de  la  seizième 
classe. 

Cherchons,  par  exemple,  les  plans  tangents  à  la  surface  des 
centres  et  passant  par  un  des  pôles  principaux,  le  centre  de  (S,) 
par  exemple.  Pour  ces  plans  on  aura 
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a  seconde  des  équations  (26)  devient 


..,.>,2^i?'=o 


Si  Ion  prend  \  —  —  A, ,  on  est  conduit  à  un  cône  de  la 
quatrième  classe  à  compter  deux  fois. 
Si  l'on  choisit  le  second  facteur. 


y!!^ 


--      A,— 


0 


on  a  à  exprimer  que  l'équation  précédente,  du  second  degré 
en  À,  a  une  racine  double,  et  i'oa  trouve  ainsi  un  cône  de  la 
huitième  ciasse.  Les  propriétés  et  la  génération  de  ces  deux 
cônes  peuvent  être -trouvées  par  la  géométrie. 
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Mote  Xlll. 

Sur  les  cyclides  homofocales  et  orthogonales  et  sur  leur  surface  des  centres 
de  courbure. 

ï. 

Nous  avons  vu  dans  le  texte  (art.  47)  que  l'équation 


(i)  y,r^  =  o 


OU 

0 


h'= 


représente,  quand  on  fait  varier  a,  un  système  de  cyclides 
orthogonales.  On  peut  démontrer  d'une  manière  simple  que 
ces  cyclides  sont  homofocales,  et  indiquer  quelques  propriétés 
de  la  développable  qui  leur  sert  d'enveloppe. 
Soit,  en  effet,  une  sphère 

(2)  Nw.dc,  — 0. 

La  condition  pour  qu'elle  soit  tangente  à  la  cyclide  est  que 
l'équation  en  .", 

ait  une  racine  double.  En  posant  u  =  r~-  ,  l'équation  précé- 
dente prend  la  forme 

—   7  Wi' 

^  '  /  +  «  ul  —  a,- 

et  l'on  a  à  exprimer  qne  cette  équation  a  une  racine  double. 
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Si  la  sphère  est  de  rayon  nul,  l'équation  précédente  devient  (*) 


ïé,, 


0. 


Le  discriminant,  de  cette  équation  est  évidemment  indépen- 
dant de  a .  Donc  toutes  les  sphères  de  rayon  nul  ou  tous  les  plans 
taniji'nts  au  cercle  de  l'infini,  qui  sont  tangents  à  une  cijclide,  sont 
aussi  tangents  à  tontes  les  cyclides  orthogonales  ;  c.  q.  f.  d. 

En  exprimant  que  l'équation  (5;  a  une  racine  double,  on 
trouvera  une  équation  du  8®  ordre  par  rapport  aux  quan- 
tités m, .  Donc,  si  l'on  considère  les  ra,  comme  les  coordonnées 
d'un  point  sphère  placé  sur  la  développable  focale,  on  voit  que 
cette  surface  est  du  16®  ordre,  ce  qui  est  d'accord  avec 
un  résultat  de  l'article  51,  relatif  à  son  intersection  avec  une 
sphère.  Au  contraire,  si  l'on  considère  les  r».  comme  les  coor- 
données d'un  plan,  qui  sera  alors  un  plan  tangent  de  la 
développable,  Téquation  étant  du  8^  ordre,  la  développable 
sera  de  la  huitième  classe. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  cette  surface  a  cinq  lignes  doubles 
du  4-*  ordre  et  une  ligue  octuple,  le  cercle  de  rinlini. 

II. 

Les  cyclides  orthogonales  donnent  lieu  à  un  système  de 
coordonnées  curvilignes  analogue  à  celui  des  coordonnées 
elliptiques,  et  dont  nous  avons  exposé  quelques  propriétés 
(art.  51). 

On  peut  présenter  ce  système  avec  une  plus  grande  géné- 
ralité, et  obtenir  des  résultats  nouveaux,  en  raisonnant  de  la 
manière  suivante. 

Étant  donnée  une  sphère  (w.) ,  l'équation  (4)  aura,  en 
général,  quatre  racines  distinctes  p ,  p, ,  ?î  ,  ?3 . 


{*)  L'hypolhèse  X  =  «  que  nous  négligeons  coiiduiiaiL  aux  points  de  la 
surface  considérés  comme  sphères  de  rayon  nul. 

20 
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On  ppiit  prondrp  ces  quatre  racines  pour  déterminer  la 
splière.  et  alors  on  aura  l'identité 

•r      zJLUil      'S  -^  -  ^(X  —  p)^;— =  ,]().  — p,)().  —  P3) , 

en  posant 

o(>)  =  ii— aj(>— a,)  ...  a  — flj. 

M  e^t  d'ailleurs  un  coefficient  doîit  il  est  inutile  de  connaître 
la  valeur,  et  qui  multiplie  À*  après  qu'on  a  chassé  les  dénomi- 
nateurs dans  l«  premier  membre  de  l'équation  (6). 

Faisons,  dans  cette  identitô,  successivement  X  =  a  et 
X  =  ni  ;  nous  aurons 

^^^  '"•■  -  («.-«} -'(a.) 

On  obtient  ainsi  les  coordonnées  rrii  de  la  sphère  en  fonction 
des  racines  p  ,  0,  ,  p, ,  p, . 

On  voit,  à  cause  des  doubles  signes  qu'on  peut  donner  à  7»/, 
qu'il  y  a  seize  sphères  correspondantes  à  un  système  de  valeurs 
de  p  ,  ?i ,  ?v .  ?».  Ces  seize  sphères  forment  un  système  anallag- 
matique  par  rapport  aux  Cinq  sphères  (S,). 

Une  fois  connues  les  coordonnées  m.,  on  aura  le  centre  et 
le  rayon  de  la  sphère  par  les  formules  (7)  et  (11)  de  la 
Note  X. 

Si  X  ,  Y  ,  Z  ,  T  sont  les  coordonnées  cartésiennes  homogènes 
du  centre,  et  R  le  rayon,  ces  formules  nous  donnent 

^^L-^'   ^-Z-r7      ^-Z-rT 


R. 
•Cela  posé,  si  la  sphère  considérée  devient  tangente  à  la 
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cyclide,  nous  savons  que  (icux  racines  de  Téquation  (4)  devien- 
nent égales.  On  aura  donc,  par  exemple, 

et  par  suite  les  formules  (8)  deviendront 


(10) 


^Y^  =  (^-^n)y''^Z!ltr'' 


Lorsque,  laissant  o  ,  ç,  constants,  on  fait  varier  «,  on  a  une 
suite  de  sphères ,  toutes  tanp;entes  an  rnême  point  de  la 
cyclide,  celui  qu'on  obtient  en  faisant  «  =  a  ;  car,  pour  cette 
valeur  de  m,  le  rayon  devient  nul.  et  la  sphère  tangente  se 
réduit  à  son  point  de  conlact.  On  trouve  ainsi,  pour  les  coor- 
données d'un  point  de  la  cyclide, 

(11)  œ,  =  ,/W(0.-a)(0.->-^)(^.-p,-)  . 

Ce  sont  les  formules  du  texte  (art.  50V  ?  et  p.  sont  donc  les 
coordonnées  curvilignes  du  point  de  contact  de  la  sphère 
tangente  à  la  cyclide,  telles  qu'elles  ont  été  définies  à  l'article 
cité. 

Si  dans  les  formules  (10)  on  donne  à  m  une  valeur  con- 
stante h  ,  on  ohtient,  en  faisant  varier  p  ,  p, ,  toutes  les  sphères 
tangentes  à  la  cyclide  et  de  même  rapport  enharmonique.  Les 
centres  de  ces  sphères  décrivent  alors  la  surface  du  4^  ordre 
considérée  dans  la  Note  XI. 

Si,  au  lieu  de  donner  à  «  une  valeur  constante,  on  lui  donne 
la  valeur  ?  ou  p, ,  trois  racines  de  l'équation  (4)  deviennent 
égales,  et  la  sphère  est  osculatrice  h  la  cyclide.  Ainsi,  les 
équations 

BT    (a,)  [lit  —  a) 

(13)  y„,.^M(-ri>-f,) 

i4  —  u  («) 
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déterminent  toutes  les  sphères  osculatrices,  quand  on  donne 
à  0  et  à  p,  toutes  les  valeurs  possibles.  Les  centres  de  ces 
sphères  décrivent  la  développée  de  la  cyclide,  et  l'on  aura  par 
conséquent  les  expressions  en  p  et  Cj  des  coordonnées  des 
point?  de  cette  surface,  en  substituant  dans  les  formules  (9) 
les  valeurs  de  7»;  tirées  de  l'équation  (12). 

Si  les  quatre  valeurs  c  ,  p,  ,  p, ,  pj  sont  deux  à  doux  égales, 
si  ron  a,  par  exemple, 

Pi=  p  r      p,  =  pi, 
les  formules  deviendront 

yM{ai—p)(a,—^,) 
(i4)  _      '  ' 

Mais  on  sait  que,  si  l'équation  en  1  relative  à  deux  quadriques 
a  deux  racines  doubles,  ces  surfaces  se  coupent,  en  général, 
suivant  une  droite  et  une  cubique  gauche,  qui  rencontre  la 
droite  en  deux  points  distincts.  On  voit  donc  que,  dans  l'hypo- 
thèse que  nous  examinons,  la  sphère  coupera  la  cyclide  suivant 
une  droite  et  une  cubique  gauche. 

A  cause  des  différentes  combinaisons  de  signes  des  radicaux 
dans  les  formules  (l^),  on  voit  qu'il  y  a  seize  séries  de  sphères. 
Ces  seize  séries  correspondent  évidemment  aux  seize  droites 
de  la  cyclide.  On  peut  d'ailleurs  trouver  les  équations  de  ces 
droites. 

L'une  des  sphères  aura  pour  équation 

elle  contiendra  donc  tous  les  points  satisfaisant  aux  équations 

[S ^: ^0,  V "^^ — ^0. 

(Ifi)       \ 


DE  COURBES  ET  DE  SURFACES  ALGI^.BIUQUES.  %9 

et  ces  équations  représentent,  par  conséquent,  la  ligne  droite 
commune  à  toutes  les  sphères. 

Les  quantités  w<  étant,  dans  les  formules  (14),  des  fonctions 
linéaires  de  pp,  et  de  p  -f  p, ,  les  centres  des  sphères  de  chaque 
série  décriront  un  plan.  Ce  résultat  est  évident  par  la  géomé- 
trie. Car  soit  d  une  droite  de  la  cyclide,  qui  rencontre  le  cercle 
de  rinfini.  Toute  sphère  contenant  cette  droite  aura  son 
centre  dans  le  plan  tangent  au  cercle  de  Tinfini  mené  par  cette 
droite. 

Enfin,  si  les  quatre  racines  p  deviennent  égales,  on  a 

(.7,  »,.=    '^^'"•-^>" 


y  a' (ai)  (a, —  a) 

Les  sphères  correspondantes  ont  un  contact  plus  intime  avec 
la  surface  que  les  sphères  osculatrices  ordinaires;  elles  cou- 
pent la  cyclide  suivant  une  de  ses  droites  d  et  suivant  une 
cubique  gauche  tangente  à  la  droite.  Les  centres  de  ces  sphères 
décrivent  des  coniques  (Q) ,  situées  dans  les  seize  plans  des 
centres  déjà  définis,  et  ces  coniques  sont  évidemment  sur  la 
surface  des  centres  de  courbure  ou  développée  de  la  cyclide. 

Les  seize  coniques  (Q)  correspondent  évidemment  aux  diffé- 
rentes combinaisons  de  signes  dans  les  formules  (17);  elles  ont 
donc  en  commun  les  points  correspondants  aux  valeurs  a, ,  a, , 
a,  ,a^ ,  a,  de  p ,  qui  annulent  une  des  quantités  m, . 

Parmi  les  sphères  précédentes,  quarante,  correspondantes 
aux  valeurs 

io  =  a, , 

coupent  la  cyclide  suivant  deux  droites  et  suivant  un  cercle 
passant  au  point  de  rencontre  de  ces  droites,  point  qui  est  un 
ombilic  de  la  cyclide.  La  cyclide  a  donc  quarante  ombilics  et 
les  seize  coniques  (Q)  sont  tangentes  les  unes  aux  autres  aux 
ombihcs.  Chaque  conique  est  tangente  à  cinq  autres,  et  la 
tangente  commune  à  deux  d'entre  elles  est  la  normale  à  la 
cyclide  en  un  ombilic. 
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Pour  tous  les  points  de  ces  coniques,  trois  normales  à  la 
surface  viennent  se  confondre  en  une  seule,  la  tangente  à  la 
conique  au  point  considéré.  Pour  les  points  de  contact  de  deux 
coniques,  quatre  normales  viennent  confondre  leurs  pieds  à 
1  ombilic  correspondant. 

Les  propriétés  que  nous  rencontrons  ici  sojit  analogues  à 
celles  que  M.  Clebsch  a  découvertes  pour  la  surface  des  cen- 
tres de  courbure  des  quadriques.  On  peut  compléter  Inualogie 
en  remarquant  que  le  plan  des:  coniques  (Q)  est  tangent  :i  la 
développée  en  tous  les  points  le  ces  coiiiques. 

En  effet,  si  dans  l'équation  (10)  on  permute  o  et  a  .  on  aura 
une  sphère  tangente  â  la  cyclide  (c)  et  nor/nate  à  1-a  cyelide  (a), 
qu'elle  coupe  tangentlellemcnt  a  une  ligne  de  cou/nure.  Ainsi 
les  équatijns 

conviennent  à  toute  sphère  normale  a  la  cyclide  proposée,  et 
la  coupant  tangentiellemenl  à  une  dire<-tion  princij>alc. 

On  aura  donc  le  plan  normal  principal,  si  l'on  dispose  de  m 
ûc  telle  manière  que  les  formules  (18)  conviennent  à  un  pl-n. 
ce  qui  donne. 

ou 


(20)  ^  î^i=il^i  /  ^^i^:A!^i:rPÀ 


u     W    Y      o'(a;)(a.— ,.)■ 


Kn  llranl  do  cette  liquation  la  valeur  de  a  cl  la  portant 
dans  (18),  on  aurait  les  expressions  des  coordûnnées  d'un 
pian  tangent  à  la  développée  en  fonction  des  paramèlres  p  ,  ?, . 

Les  seize  coniques  (Q)  correspondent  à  l'hypothèse 


p  ~  (- 


et  alors  l'équation  (20)  donnera  pour  u  une  valeur  constante. 
Quant  aux  équations  (18),  eilos  fournissent  pour  m,  des  nom- 
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bres  fixes,  et  nous  montrent  aiusi  que  le  plan  tangent  demeure 
le  même  en  tous  les  points  des  coniques  (Q) . 

Un  raisonnement  par  analogie  nous  conduirait  même  à 
affirmer  que  ces  plans  Ont,  comme  dans  le  cas  des  quadriques, 
un  contact  du  deuxif^me  ordre  avt^c  la  développée. 

Du  resle^  la  développée  a  d'autres  lignes  multiples,  une  ligne 
double  et  cinq  lignes  de  rebroussetnent,  qui  sont  les  lieux  des 
centres  des  splières  osculatrices  en  tous  les  points  des  sec- 
tions de  la  cyclide  par  les  cinq  sphères  directrices.  Mais  nous 
laisseroiis  au  lecteur  le  soin  d  exauimer  plus  complètement  ces 
différentes  questioTas. 
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IVote  XIV. 

Sur  quelques  propriétés  de  géométrie  infinitésimales  relatives  aux  cyclidtB. 

On  peut  utiliser  les  formules  données  dans  les  Notes  précé- 
dentes, et  donner  pour  différentes  surfaces,  se  rattachant 
d'une  manière  directe  aux  cyclides,  l'expression  de  la  distance 
de  deux  points  infiniment  voisins. 

Soient 


(4)  ^A.av'^O 

réquation  de  la  cyclide,  et 

(2)  2  ^"••^•-  =  ^ 

celle  d'une  sphère.  L'équation 


>  niiXi  =  0 

a  quatre  racines,  au  moyen  desquelles  nous  déterminerons 
les  m, ,  et  en  posant 

(3)  2^=.!, 

(4)  (  ''^"'^  ~  i^^—p)  («■—/'.)  (w~/>,)  (n—p,) , 

on  aura,  comme  dans  la  Note  précédente, 
v5)  ''"'  =  hÂ7)' 


et  l'on  démontrera  par  les  procédés  connus  l'équation 
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En  nous  reportant  à  la  formule  (24)  de  la  Note  X,  nous 
voyons  que,  si  x  ,  y  ,  z  désignent  les  coordonnées  cartésiennes 
du  centre  de  la  sphère  (2)  et  R  le  rayon  de  celle  sphère,  on 
obtient  ici 

On  a  d'ailleurs,  d'après  la  formule  (11)  de  la  même  Note, 
(8i  •         -  '"• 


i  —  V  ^' 


et  Ton  déduit  de  ces  équations  les  conséquences  suivantes. 
D'abord,  si  Ton  fait 

la  sphère  devient  tangente  à  la  cyclide,  et  la  formule  (7)  se 
réduit  à  la  suivante, 

ldx^-^dr,-dz^  =  d^*^K'^^'-'^^i''''^''^'* 

(9)  ^^^• 

\  ./•(/>.) 

C'est  l'expression  du  ds*  dans  un  système  orthogonal,  formé 
des  surfilées  parallèles  à  la  cyclide  et  des  développables  qui 
les  coupent  à  angle  droit.  La  variable  u  sera  donnée  en  fonc- 
tion de  R  par  l'équation  (8),  qui  est  du  premier  degré  en  «, 
puisqu'on  a  ici 


(10)  w,r=(«— A,)l/' 


(P-A,)(f.--A,) 

r(A.) 

Si  l'on  suppose  R  constant,  on  aura  ds^  pour  la  surface 
parallèle  à  la  cyclide, 

ds^ 
Si  Ton  suppose  que  R  croît  indéfinimont,  -^  tendra  vers 

n 
une  valeur  finie  d(7%  et  la  formule 

(^-.ydn 


(,,,       .v  =  (,-,)[(fr^' 


Af,) 
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cù  -j  est  la  limite  de  u,  définie  par  l'équation 


_  V  M,- 


donnera  la  représentation  sphériqûc  de  la  cycîtde.  On  voit 
que,  u  étant  une  fonction  de  f  et  de  p, ,  les  lignes  qui  composent 
cette  représentation  ne  sont  pas  isothermes. 
Enfui,  si  l'on  fait 

trois  valeurs  de  p  devenant  égales^  la  sphère  sera  osculatrice, 
et  l'on  aura 

(13)  dx''  +  df'hdz'  —  dW''hR'^^'^l'{'^^''^ 

c'est-à-dire  le  carré  de  la  distance  de  deux  points  infiniment 
voisins  sur  la  surface  des  centres  de  courbure  de  la  cyclide. 
Cette  expression  met  en  évidence  le  système  des  li^es  géodé- 
siques  qui  correspondent  sur  la  développée  aux  lignes  de 
courbure  de  la  proposée. 
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iVote  'XW 

De  différents  systènies  de  lignes  déËnies  par  des  propriétés  différentielles 
et  qu'on  peut  déterminer  £ur  toutes  les  cyolides. 

Nous  nvons,  dans  le  cours  de  cette  étude,  appris  à  déter- 
miner plusieurs  systèmes  de  lignes  trocées  sur  les  cyclides. 
On  connaît  : 

l**  Leurs  lignes  de  courbure,  qui  sont  algébriques; 

20  Leurs  lignes  de  longueur  nulle  (art.  51).  Elles  sont  défi- 
nies par  cette  propriété  que  leurs  tangentes  vont  rencontrer 
le  cercle  de  linfini.  Il  résulte  de  là  que  l'on  saura  déterminer 
sur  toute  surface  du  troisième  ordre  les  lignes  dont  les  tan- 
gentes vont  rencontrer  une  conique  fixe  quelconque  de  6ette 
S'.irface.  En  effet,  on  peut  toujours  transformer  par  l'homO' 
graphie  une  surface  cubique  en  cyclide,  une  conique  déter- 
minée de  cette  surface  devenant  le  cercle  de  l'infini,  et  alors 
les  lignes  dont  les  tangentes  allaient  rencontrer  cette  conique 
se  transforment  dans  les  lignes  de  longueur  nulle  de  la 
cyclide. 

S^  On  connaît  aussi  les  lignes  de  courbure  de  la  cyclide. 
quand  on  prend  pour  absolu,  suivant  la  défmition  de  M.  Cayley 
(art.  02  et  Note  V)^  non  plus  le  cercle  de  Tinfini.  mais  une 
i/uadrique  quelconque  inscrite  dans  la  cyclide,  ou,  si  la  cyclide  est 
du  troisième  ordre,  une  conitjiie  quelconque  de  cette  surface. 
Ces  lignes  sont  algébriques, 

4°  On  connaît  encore,  dans  les  mêmes  hypothèses,  les  lignes 
de  longueur  nulle  (Note  Y),  c'est-à-dire  celles  dont  les  tangentes 
demeurent  aussi  tangentes  à  une  quadriauc  fixe  inscrite  dans 
la  cyclide. 

Nous  nous  proposons  d'intégrer  dan<5  cotte  Note  les  équations 
difieientielles  de  différents  auties  systèmes  de  lignes. 


3i6  SUR    UNE   CLASSE   REMAR(iUABLE 

Soit  un  point  M  d'une  surface;  la  sphère  normale  en  ce 
point  à  la  surface  et  orthogonale  à  deux  sphè^i^s  fixes  est 
évidemment  déterminée  par  ces  conditions.  Elle  coupe  le  plan 
tangent  suivant  une  droite  qu'on  peut  considérer  comme  ia 
tangente  à  une  courbe  tracée  sur  la  surface.  On  aura  ainsi  un 
système  de  courbes  définies  par  cette  propriété,  qu'il  y  a  une 
sphère  qui  leur  est  tangente  en  chaque  point,  qui  est  normale 
en  ce  point  à  la  surface,  et  en  outre  orthogonale  à  deux  sphères 
fixes, 

La  détermination  de  ces  lignes  peut  se  faire  sur  toute 
cyciide/au  moins  si  Ton  prend  pour  les  sphères  fixes  deux  des 
sphères  directrices. 

Soit 

l'équation  d'une  cyclide;  supposons  que  les  sphères  tangentes 
à  la  courbe  doivent  être  orthogonales  à  (S,)  et  (S,).  Leur 
équation  sera 

Pour  que  la  sphère  représentée  par  cette  équation  soit  nor- 
male au  point  {x,}  de  la  cyclide,  il  faut  (Note  XI)  que  l'on  ait 

Comme  la  sphère  est  tangente  à  la  courbe  cherchée,  on  doit 
avoir 

m^dx,  +  7n^dx^  +  m^^dx^  =  0  . 

Eliminons  m^  ,  m, ,  m^  entre  ces  équations  ;  nous  trouvons 
l'équation  différentielle 

(2)       (A.-AJ  ^  -+-  (A3-AJ  ^^  +  (A.- A,)  ^^  =  0  , 

ou,  en  intégrant 

(r(r(r=- 

Telle  est  l'équation  des  lignes  cherchées. 
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Quand  la  cyclide  se  réduit  à  une  quadrique,  deux  des  cinq 
sphères  (S,)  sont  rejetées  à  l'infini;  les  trois  autres  deviennent 
les  plans  principaux.  Les  courbes  précédentes  se  transforment 
en  deux  espèces  de  courbes  sur  les  quadriques  :  1°  les  lignes 
de  plus  grande  pente,  un  des  plans  principaux  étant  horizontal; 
S*»  les  lignes  telles  que  la  normale  à  ces  lignes,  située  dans  le 
plan  tangent  à  la  surface,  aille  rencontrer  un  axe  de  cette 
surface. 

Considérons  maintenant  les  courbes  telles  qu'il  y  ait  une 
sphère  passant  par  trois  de  leurs  points  consécutifs,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  par  leur  cercle  osculateur,  normale  ù 
la  surface  et  orthogonale  à  une  sphère  fixe  (S).  Ces  lignes, 
comme  nous  Talions  montrer,  ont  des  propriétés  analogues  à 
celles  des  lignes  géodésiques. 

En  effet,  étant  donnée  la  sphère  (S) ,  considérons  une  sui- 
face  (B') ,  et  soumettons-la  au  mode  de  transformation  défini 
par  les  formules  (14-)  de  Tarticle  44.  Alors  ù  (B')  correspondra 
une  anallagmatique  {!)  ayant  pour  sphère  directrice  (S) ,  et 
pour  déférente  la  polaire  réciproque  (B)  de  (B')  par  rapport 
à  (S)  .  Cela  posé,  considéions  sur  (B')  les  lignes  géodésiques, 
en  prenant  pour  absolu  la  sphère  (S)  (Note  V). 

Ces  lignes  géodésiques  (g)  sont  définies  par  une  double 
propriété.  Elles  rendent  minimum  Tare 


(4)  fd. 


mesuré  par  rapport  à  (S) ,  et  de  plus  leur  plan  osculateur  est 
normal  au  plan  tangent  de  la  surface.  A  ces  lignes  corres- 
pondront sur  (2)  des  lignes  (^,) ,  rendant  minimum  l'intégrale 

où  s  désigne  la  puissance  par  rapport  à  la  sphère  (S),  efqui 

est  la  transformée  de  /de-.  De  plus,  au  plan  osculateur  des 

lignes  {y)  correspond  la  sphère  passant  par  trois  points  consé- 
cutifs des  lignes  (<jf,)  et  orthogonale  à  (S).  La  propriété  du 
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j  ian  osculateur  des  lignes  (g)  entraîne  donc  la  suivante  pour 
les  ifgnes  {g,}  : 

Les  lignes  définies  sur  toute  surface  par  la  condition  qu'une 
sphère  passant  par  leur  cercle  osculateur  et  normale  à  la  surface 
soit  en  même  temps  orthogonale  à  une  sphère  fixe  (S)  possèdent  la 
propriété  de  rendre  minimum  l'intégrale 

rds 
J  s  ' 

oii  ds  désigne  la  différentielle  de  l'arc  et  S  la  puissance  par  rapport 
à  la  spliere  (S) . 

On  peut  faire  ici  une  remarque  qui  nous  sera  utile.  Les 
lignes  qui  lendent  minimum,  entre  Jeux  points  quelconques 
de  l'espace,  1-iutégrale  précédente  sont  les  cercles  orthogo- 
naux à  (S) .  En  effet,  les  lignes  qui  dans  la  figure  (D)  rendent 

miamium  Ida  sont  des  lignes  droites  (Note  V) ,  et  par  consé- 
quent elles  ont  poui  transformées  iUm  la  figure  (2)  des  cercles 
orthogonaux  à  (S>,    qui  rendent  minimum  l'intégrale  | -g  , 

transformée  de  /  J?. 

Comme  les  cyclides  sont  les  transformées  des  quadriques, 
et  qu'on  sait  déterminer  les  lignes  géodésiques  de  toute  qua- 
drique  (B) ,  en  prenant  pour  absolu  une  quadrique  quelconque 
(S),  on  voit  qu'on  saura  déterminer  sur  toute  cyclide  les 
lignes  dont  il  est  ici  question.  Si  la  cyclide  devient  l'inverse 
d'une  quadrique,  ces  lignes  sont  les  inverses  des  lignes  géo- 
désiques  de  la  quadrique.  Ainsi,  quand  la  cyclide  dégénère  en 
quadrique,  ces  lignes  deviennent  des  géodésiques. 

Ou  peut  aussi  déterminer  sur  les  cyclides  les  lignes  pour 
lesquelles  la  sphère  osculaîrice  est  tangente  en  chaque  point 
à  la  suî'facc  (*)< 


(')  Voir  une  Noie  de  l'auteur.  Comptes  rendus,  t.  LXXlIf,  p.  732. 
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Soit 


S^= 


l'équation  d'une  cyclide.  Celle  d'une  sphère  tangente  au 
point  (x,)  sera 

et  l'on  sait  que,  si  X  reste  constant,  toutes  les  sphères  tangentes 
correspondantes  ont  le  même  rapport  anharmonique.  Leurs 
centres  sont  sur  une  surface  du  quatrième  ordre  à  conique 
double,  qui  a  été  étudiée  dans  la  Note  XI. 

Exprimons  que  la  sphère  (7)  contient  quatre  points  consé- 
cutifs d'une  courbe  passanl  au  point  (a:,)  ;  nous  aurons  évi- 
demment les  équations 

La  première  de  ces  équations  est  identiquement  vérifiée; 
car  on  a 

(H)  '^x,dx,=,0. 

Là  Ui — a 

en  vertu  de  l'équation  de  la  surface  et  de  l'identité  qui  relie 
les  quantités  a?, . 

Pour  furmer  l'équation  différentielle  cherchée,  il  faudrait 
donc  éliminer  À  entre  les  équations  (iO)  et  (9)  Au  lieu  de 
faire  cette  élimination,  considérons  X  comme  une  variable 
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nouvelle,  et  différentions  (9).  En  tenant  compte  de  l'équa- 
tion (10),  il  restera 

,13)  -tlX  y  '^^^  4-  y  "^^—^  dx,d%  r^  0  , 

Le  second  terme  de  cette  é(]uation  est  nul  en  vertu  des 
relations  (il),  (12)  et  de  ieuts  différentielles;  il  reste  donc 

rfÀ  :=  0  ,      À  =  consl.  =  K  . 

(1^  facteur  que  nous  négligeons  est  compris  dans  cette  solution 
générale.) 

En  résumé,  il  reste  à  intégrer  l'équation,  du  prenaier  ordre 
seulement,  contenant  l'arbitraire  K , 

(44)  y^'iZ:^rf^..==0, 

les  Xi  satisfaisant  aux  équations 

En  passant  aux  coordonnées  curvilignes  des  articles  50  et  51, 
l'équation  (14)  se  transforme  aisément  dans  la  suivante, 

,..,  (p~K)rfp*       (P.-K)dp,\ 

où  les  variables  sont  séparées. 

Les  sphères  osculatrices  de  toutes  les  courbes  correspon- 
dantes à  la  môme  valeur  K  de  X  sont  de  même  rapport  anhar- 
monique.  Gela  résulte  de  la  signification  de  X  . 

Pour  X  =  a,,  elles  deviennent  les  sphères  doublement  Tan- 
gentes, orthogonales  à  (S,) .  Nos  courbes  se  réduisent  alors 
aux  cercles  de  la  cyclide  situés  sur  ces  sphères.  H  était  évident 
a  'priori  que  les  cercles  devaient  être  obtenus  comme  solutions 
du  problème,  puisque  leur  sphère  osculatrice  en  chaque  point 
est  indéterminée,  et  peut  être  prise  tangente  à  la  surface. 

L'équation  (15)  ne  s'intègre  d'ailleurs  algébriquement  que 
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si  R  =  a,  ;  alors  elle  se  réduit  à  Féquation  d'Euler,  et  donne 
une  des  cinq  séries  de  sections  circulaires. 

Les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  représentées  par 
féquation  (15)  ont  pour  équation  différentielle 


.16) 


ApMf-K)      A?,)(p-K) 


On  sait  inti'grei  cette  éqnalion,  et  en  particulier  trouver  les 
trajectoires  orthogonales  des  sections  circulaires  des  cyclides. 
On  pourrait  même  diHerminer  les  trajectoires  coupant  sous  un 
angle  fixe  quelconque. 

Gomme  cas  limite,  quand  la  cyclide  se  réduira  à  une  sphère, 
on  saura  déterminer  les  trajectoires  orthogonales  de»  cercles 
d'une  même  série  doublement  tangents  à  une  courbe  cyclique. 

Sur  les  quadriqucs.  la  méthode  précédente  donnera  les  tra- 
jectoires des  génératrices  rectilignes  et  des  sections  circulaires. 
Ces  dernières  lignes  ont  été  déterminées  par  M.  Catalan  {Journal 
de  Liomille,  t.  XII,  p.  48o). 

Les  méthodes  données  par  M.  Liouville  et  par  Jacobi,  pour 
déterminer  les  lignes  geodésiques  des  quadriques  et  intégrer 
les  équations  abéliennes,  ne  s'appliquent  plus  ici;  mais  elles 
nous  conduisent  à  des  résultats,  qui  paraissent  dignes  d'être 
notés.  Voici  les  principes  algébriques  employés  par  les  deux 
géomètres  que  nous  venons  de  citer. 

Soit  la  formule  différentielle 

OÙ  f  (m)  est  une  fonction  quelconque  de  la  seule  variable  u , 
et  où 

-r  (m)  =  («  —  P ,)  (M  —  ?,)  (tt  —  ? .0  . 

Si  l'on  se  propose  de  rendre  minimum  J'intégrale 


(18)  fdB, 


en  considérant  les  variables  p, ,  p, ,  p,  comme  des  fonctions  de 

21 
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furie  d'entre  elles,   ees  fonctions   satisferont  aux  équations 
différentielles 

„^,    ,'r>^(«-?>)c«-p»)A>) 

(  la)  \  _____ 

\^d — (kÇkdo„ 


où  les  variables  sont  séparées;  a  et  p  sont  deux  const?-y 
arbitraires. 

Si  l'on  a  à  rendre  minimum  l'intégrale 

(20}  j  de,, 

où 

(21)  ,.^^C-^-<i^l^-^'-    ^^-^1■ 

en  considérant  p^  comme  une  fonction  de  p,  on  devra  avoir 


(22) 


^n?){?—)    i^?(?.)"(f~«) 


On  emploie  d'ordinaire  ces  résultats,  on  supposant  que, 
dans  le  premier,  d  soit  infini,  ce  qui  fait  disparaître  le  facteur 
0»  (rf)  de  de  ,  et  dans  le  second  K  infini,  ce  qui  fait  disparaître 
(o~R)(p,-K). 

Ces  principes  ne  peuvent  évidemment  s'appliquer  à  la  déter- 
mination des  lignes  géodésiques  des  cyclides.  L'expression 
de  d«%  donnée  (art.  50), 

Us'   _  (f  — PJiP  — P.)^,  ,       lP.--p)(p.— pj   ,    , 

-  -^  .^.  -—j-^-             dp    -h  jjj-:^  dp. 

H 77-T (I  P,    , 

AfJ 
contient  un  facteur  M  dont  on  ne  peut  faire  abstraction.  Mais, 
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en  tenant  compte  de  !a  formule  (36)  de  l'article  50,  on  voit  que 
Texpression 


L  K  — rr,- 


est  de  la  forme  assignée  à  (ifi*  ,  rfn/. 
On  saura  donc  trouver  le  minimum  de  F  intégrale 

(U 

(23) 


dans  les  conditions  qui  ont  été  iadi((uées  précédemment,  et  de 
là  résultent  les  deux  théorèmes  suivants  : 

On   sait  déterminer  les  lignes  de  l'espace  rendant    minimum 
l'intégrale 


(24) 


rds 


OÙ  U  est  une  fonction  algébrique  entière,  du  4^  degré  au  plus,  qui 
égalée  à  zéro  donnerait  l'éqtiation  d'une  cyclide. 

En  d'autres  tei^mies,  on  sait  trouver  les  routes  de  la  lumière 
dans  un  milieu  pour  lequel  la  vitesse  de  la  lumière  en  chaque  point 
serait  donnée  pil^  l'éq.ws^W  v"  ^=1] ,  où  U  est  défini  comme  précé- 
demment. 

U  peut  se  réduire  à  une  fortction  quelconque  du  second 
degré,  ou  au  carré  de  la  puissance  par  rapport  à  une  sphère, 
au(j[liêî  cas  Firitégrale  (24)  se  réduit  à  celle-ci, 

Vis 

S 


Cil 
J  s 


que  nous  avons  considérée  déjà  dans  cette  Note.  Alors  les 
routes  de  la  lumière  sont  des  cercles  orthogonaux  à  la  sphère 
(S) ,  etc. 

En  appliquant  le  deuxième  principe  algébrique,  nous  aurons 
le  théorème  suivant  : 
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On  sait  déterminer  sur  toute  cyclide  les  lignes  rendant  minimum 
l'intégrale 


J  Kù 


où  11 ,  égalé  à  zéro,  fournirait  l'équation  d'une  cyclide  quelconque, 
homo focale  à  la  première. 
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Motc  XVI. 

De  quelques  analogies  entre  la  théorie  des  cyclides  et  celle  des  surfaces 
du  second  ordre. 

^  '"  :orraes  d'équations  que  nous  avons  obtenues  pour  les 
cyciiL.c^  'amènent  la  théorie  de  ces  surfaces  à  celle  des  fonc- 
tions quadratiques  et  homogènes,  et  les  rapprochent  ainsi  des 
surfaces  du  second  degré.  Aussi  peut-on  généraliser  et  étendre 
aux  cyclides  plusieurs  des  propositions  connues  de  la  théorie 
des  surfaces  du  second  degré.  Nous  allons  donner  ici  deux 
exemples  de  pareilles  généralisations. 

I. 

On  peut  d'abord  constituer  pour  les  cyclides  une  théorie 
analogue  à  celle  des  points  correspondants  d'Ivory  sur  deux 
ellipsoïdes  horaofocaux.  Soient,  en  effet. 


les  équations  de  deux  cyclides  homofocales, 

Désignons  par  j;,  les  coordonnées  d'un  point  M  sur  la  pre- 
mière cyclide.  Les  quantités  //,,  définies  par  les  équations 

(3)  " 


sont  évidemmeat  les  coordonnées  d'un  point  M';  car  elles 
satisfont  à  l'identité 


l 


y<*  =  o, 
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et  ce  point  M'  est  sur  ia  cyciide  (§) ,  car  on  a 

Nous  dirons  que  les  points  M  et  M'  sont  correspondants  sur 
les  deux  ^.yciides  (a)  et  (^) .  Deux  points  correspondants  sont 
à  l'intersection  des  deux  cyciides  avec  une  des  trajectoires 
orthogonales  de  toutes  les  cyciides  homofocates  à  (a)  et  à  (p) . 

Cela  posé,  soient  (A  ,  A')  ,  (B  ,B')  deux  couples  de  points 
correspondants.  Soient  a?^ ,  y, ,  x'i ,  t/',-  les  coordonnées  respec- 
tives des  points  A  ,  A',  B  ,  B'.  On  aura 

;ri       _       Pi  x'i      _      y't 


Kfl,-« 

|/fl._|5           |/fl, 

et  par  suite 

■riy'i=^00iyi 

ou 

(4) 

y  aCiVi  =  7  x\ 

î/«.-, 


Or,  d'après  la  formule  (17)  de  la  Note  X,  on  a 


Donc,  en  tenant  compte  de  la  formule  (4)  et  en  divisant  les 
équations  précédentes  membre  à  membre,  on  aura  une  équa- 
tion de  la  forme 

^^^  BA'  -  /^(B) 

où  /"(A)  ,fi^)  désignent  des  fonctions  ne  dépendant  que  des 
coordonnées  des  points  A  et  B.  Nous  aurons  de  même,  en 
désignant  par  (C ,  C)  un  troisième  couple  de  points  corres- 
pondants, 

^'  -  tiË^ ,     CA'  _/(C)  ^ 
CB'~/-(C)'     AG'"~AA)' 
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et  par  suite 

(6)  AB'  .  BC  .  CB'  =  BA'  .  CB'  .  BC  . 

Telle  est  la  relation  qui  unit  les  distances  mutuelles  de  trois 
couples  de  points  correspondants. 

On  trouvera  dans  un  travail  antérieur  de  l'auteur  (*)  les 
conséquences  de  cette  formule  qui  conduit  aux  propriétés 
nics^Hnnes  focales  des  cyclides. 

II. 

On  a  vu  (art.  19)  que  quatre  points  situés  sur  un  cercle 
quelconque  d'une  cyclique  sont  les  foyers  d'une  nouvelle 
cyclide  qui  contient  les  foyers  de  la  première  (^).  On  peut 
étendre  ces  propriétés  à  Tespace,  et  démontrer  les  deux  théo- 
rèmes suivants  : 

Théorème  I.  La  courbe  d'intersection  d'une  cyclide  et  d'une 
sphère  quelconque  peut  être  prise  pour  la  focale  d'une  nouvelle 
cycli(U'  passant  par  une  quelconque  des  focales  de  la  première. 

Plus  généralement,  si  deux  cyclides  sont  inscrites  l'une  à 
l'autre  suivant  une  courbe  sphérique,  les  focales  de  l'une  d'elles 
sont  sur  une  surface  homo focale  à  l'autre^  et  toute  surface  homo- 
focale  à  la  première  est  inscrite  suivant  une  courbe  sphérique  à  une 
cyclide  homofocale  à  l'autre. 

Théorème  II.  Si  deux  cyclides  sont  tangentes  en  quatre  points 
et  se  coupent  suivant  deux  courbes  sphériques,  toute  cyclide  homo- 
focale à  la  première  coupera  suivant  deux  courbes  sphériques 
distinctes  une  cyclide  homofocale  à  la  seconde.  Les  focales  de 
chaque  surface  seront  tangentes  en  quatre  points  à  une  des  cyclides 
homofocales  à  l'autre. 

Ce  dernier  théorème  est   une   conséquence   du   premier. 


(')  Sur  les  théorèmes  d'Ivory  relatifs  aux  surfaces  homofocales.  p.  44.  — 
(Mém.  de  la  Soc.  des  Se.  phys.  et  nat.,  t..  "VIII,  p.  240.) 

(*)  Plus  généralement,  toute  cyclique  ayant  ces  quatre  points  pour  foyers 
touche  on  quatre  points  une  des  cyclideb  homofocales  à  la  proposée. 
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Car  soient  (C) ,  (C)  deux  cyelides  se  coupant  suivant  des 
courbes  sphériques  {g),  (g,).  Soit  (D)  une  cyclide  auxiliaire, 
ayant  (g)  pour  focale.  D'après  le  théorème  I,  il  y  aura  deux 
cyelides  (G,),  (G',),  homofocales  l'une  à  (G) ,  l'autre  à  (C) . 
qui  seront  inscrites  dans  (D) .  Ces  deux  cyelides,  inscrites  à 
une  troisième,  se  couperont  par  conséquent  suivant  deux 
courbes  sphériques. 

Tout  se  réduit  donc  à  la  démonstration  du  théorème  I. 

Soient 

réquatioji  d'une  cyclide  (C),  et 

(2)  S  =   7  tw.-a-,-  =  0 

celle  d'une  sphère  (S) .  L'équation 

(3)  C'=C  — S'=0 

représente  une  cyclide  inscrite  à  la  première  en  tous  les  points 
de  la  courbe  (C  ,  S) .  Cherchons  les  focales  de  cette  cyclide. 

A  cet  effet,  nous  prendrons  d'abord  une  sphère  quelcon- 
que (S'), 

(4)  S'  =  5:»,j\  =  0; 

et  nous  chercherons  la  condition  pour  qu'elle  soit  doublemeni 
tangente  à  la  ,cyclide  inscrite  (C).  En  employant  un  artifice 
dont  nous  avons  déjà  fait  plusieurs  fois  usage,  nous  pouvons, 
de  l'équation  (4.),  tirer  j;M-i/*H-2*  en  fonction  linéaire  de 
X  ,  y  ,z,  et  porter  cette  expression  dans  les  j?, .  Alors  ces  coor- 
données se  changeront  en  des  fonctions  linéaires  a,  de  a; ,  y  ,  -j  , 
ft  les  deux  équations 

(.6)  2;A.a,*— (Zw,-«,V  =  0 

représenteront,  la  première  la  sphère  sécante  (S'),  la  seconde 
une  quadrique  passant  par  la  courbe  [  (C) ,  (S')  ] .  L'équation 

(7)  i:{\i  +  i)c.('—{ir)u<i,y=:0 


DE  COURBES  El  DE  SURFACES  ALGÉBRJQUKS.  320 

représentera  donc  toutes  ies  quadrlques  passant  par  cette 
courbe,  et,  si  Ton  veut  que  la  sphère  (S')  soit  doublement 
tangente  à  la  cyclide  (C),  il  faudra  que,  pour  une  valeur 
convenable  de  X .  Téquation  (7)  représente  un  système  de  deux 
plans. 

Or  les  a,  sont  liées  par  Téquation  identique 


W  ^  ".• 


qu  on  obtient  en  remplaçant  x  par  a,  dans  l'équation  (4). 
Cherchons  d'abord  la  condition  pour  que  l'équation  (7)  repré- 
sente un  cône,  c'est-à-dire  une  quadrique  à  point  double. 

Si  la  quadrique  (7)  a  des  points  doubles,  les  coordonnées 
de  ces  points  satisferont  évidemment  aux  équations 

(>.  +  A,>i  —  Wi  (S/».- 5'.-)  =  srii  , 

qu  on  obtient  en  exprimant  que  ies  premiers  membres  de  (7) 
et  de  (8)  ont  leurs  dérivées  par  rapport  aux  a,  proportionnelles. 
Posons,  pour  abréger, 

(9)  P^l/y^^,-; 
on  aura 

(10)  { ).  4-  A .)  a.-  —  nii P  =  p  w,- , 

et  par  suite,  en  miiltipliant  ces  équations  par  -r — ~  et  les 
aioutant. 


^0-2r^)-2^ 


p 
Si  cette  équation  détermine  le  rapport  -,  les  équations  (9) 

détermineront  les  rapports  des  quantités  a, ,  et  par  conséquent 
la  quadrique  pourra  bien  avoir  un  seul  point  double,  mais  non 
se  réduire  à  un  système  de  deux  plans,  qui  doit  avoir  une  ligne 
de  points  doubles.  Il  faut  donc  que  l'on  ait 
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En  exprimant,  de  plus,  que  les  quantités  a,  satisfont  à 
l'équation  de  la  surface,  on  aura 

Telles  sont  les  équations  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
coordonnées  des  sphères  doublement  tangentes.  La  pre- 
mière (II)  fera  connaître  cinq  valeurs  de  À.  A  ces  cinq  valeur? 
correspondront  les  cinq  séries  de  sphères  doublement  tan- 
gentes. 

Si  ces  sphères  se  réduisent  à  des  points,  alors  on  doit 
remplacer  n,  par  les  coordonnées  Xi  de  ces  points,  et  l'on 
obtient  le  résultat  suivant  ". 

L'équation  (H)  fait  connaître  cinq  valeurs  de  À,  et  les 
suivantes 

(H)  y-i!?i^=o. 

md    À  --f-   A,- 

(16)  yj^^o 

i^  ^  +  A, 

représentent,  quand  on  y  substitue  les  cinq  valeurs  de  À,  les 
cinq  focales  de  la  cyclide  (C) . 
Or  la  seconde  des  équations  peut  être  écrite  ainsi, 


2A-".-= 


ou 

^rf  1       1 

A         A, 

elle  représeîite  donc  une  cyclide  homofocale  à  la  proposée  (C) . 
Ainsi  les  focales  d'une  cyclide  (C)  inscrite  à  (C)  sont  sur  des 
surfaces  homofocaîes  à  (C) . 

C'est  la  première  partie  du  théorème  qu'il  s'agit  de  démon- 
trer. Avant  d'achever  la  démonstration,  nous  allons  indiquer 
une  proposition  qui  résuite  des  calculs  précédents. 
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Les  sphères  doublement  tangentes  à  (C)  sont  définies  par 
les  équations  (11),  (12),  (13).  On  peut,  au  lieu  de  supposer 
qu'elles  se  réduisent  à  des  points,  les  assujettir  à  d'autres 
conditions,  chercher,  par  exemple,  celles  qui  sont  simplement 
tangentes  à  la  proposée  (C),  et  qui  enveloppent  par  conséquent 
une  surface  à  lignes  de  courbure  circulaires.  Désignons  par  Xi 
les  coordonnées  du  pornt  de  contact  de  l'une  de  ces  sphères 
avec  la  cyclide(C);  on  aura 

hj  ha 

et  aussi 

(17)  tii  =  {K  +  (i)^-i, 

d'après  la  formule  (7)  de  la  Note  XI. 

En  substituant  ces  valeurs  de  «,  dans  l'équation  (13),  celle-ci 
se  réduit  à 

Le  premier  facteur  donne  les  sphères  tangentes  à  la  fois 
à  (C)  et  à  (C)  aux  points  do  contact  de  ces  deux  cyclides. 
Écartons  ces  sphères  :  il  restera 


l 


).  ■+-  Ai 


d'où  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème  lïl.  Étant  données  deux  cyclides  (G)  :,  (C)^  inscrites 
l'une  à  l'autre  suivant  une  courbe  sphéri(jue,  les  focales  de  (C)  sont 
sur  cinq  cyclides  (G,) ,  homo focales  à  (C) ,  et,  en  outre,  les  sphères 
doublement  tangentes  à  (G')  d'une  même  série  et  simplement  tan- 
gentes à  (C)  touchent  cette  dernière  cyclide  suivant  une  ligne  de 
courbure  située  à  V intersection  de  (G)  £t  de  l'une  des  surfaces  (G,). 

Gette  dernière  surface  (G,)  est  celle  qui  contient  la  focale  de 
(G')  associée  aux  sphères  doublement  tangentes  considérées. 

Achevons  maintenant  la  démonstration  du  théorème  I.  En 
changeant  les  notations  dans  le^  calculs  qui  précèdent,  nous 
obtenons  le  résultat  suivant  : 
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Les  cyclides  ayant  pour  focale  la  courbe  définie  par  les 
équations 

(18)  Sm,x,  =  Q. 

(19)  y  8,^,^  =  0,, 
ont  pour  équation  générale 

Cette  équation  nous  montre  ({ue  la  cyclide  (G,) ,  représentée 
par  l'équation  précédente  et  correspondante  à  la  valeur  À ,  est 
inscrite  à  la  cyclide  (G) ,  représentée  par  l'équation 


U  B,  -+-  À 


Si  maintenant  on  donne  à  À  la  valeur  À',  on  aura  une  nou- 
velle cyclide  (G',),  homofocale  à  (G,),  inscrite  dans  une  nouvelle 
cyclide  (C) 

homofocale  à  (G) .  Notre  premier  théorème  est  donc  complète- 
ment démontré  (*). 


{')  Si,  dans  l'équation  (50),  on  fait 


on  obtient 


Cette  équation  peut  s  écrire 


=  0. 


i(X-+-A,)(x-f-A,) 
Elle  représente  dune  des  quadriques,  et  ces  quadriquen  sont  homofocales. 
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Le  théorème  ï  conduit  à  un  grand  nombre  de  conséquences. 
On  peut  signaler  les  suivantes. 

Toutes  les  cyclides  à  deux  points  doubles  (réciproques  de 
cônes),  inscrites  à  une  cyclide  générale  (C),  ont  leurs  cercles 
focaux  sur  des  cyclides  homofocales  à  la  proposée  (C; . 

Si  une  cyclide  à  deux  points  doubles  (P)  a  pour  focales  deux 
cercles  d'une  cyclide  (G) ,  situés  sur  une  même  sphère,  toutes 
l^'s  cyclides  à  deux  points  doubles,  homofocales  à  (D)  et  ayant 
par  ooi):  équent  les  mêmes  points  doubles,  seront  inscrites  aux 
cychr'es  homofocales  à  (C)  (V- 

Deux  cercles  d'une  cyclide  faisant  partie  du  système  le  plus 
général  de  surfaces  homofocales  ne  viennent  se  confondre  que 
si  la  cyclide  s'aplatit  et  vient  se  réduire  à  une  des  cinq  sphères 
directrices.  Donc 

Toutes  les  cyclides  à  quatre  points  doubles  inscrites  à  une 
cyclide  générale  ou  passant  par  une  cyclique  ont  leurs  cercles 


Or,  si  l'on  compare  ^ux  équations  il6)  de  la  Note  XI,  on  voit  qui?.  pour  les 
cinq  valeurs  >  =  A,-,  les  surfaces  représentées  par  l'équation  précé'lenle 
deviennent  les  déférentes  de  la  cyclide 

Ces  cinq  déférentes  sont  donc  homofocales. 

On  obtient  leurs  trois  focales,  qui  sont  les  focales  singulières  de  la  cyclide, 
en  donnant  à  >  les  trois  valeurs  qui  satisfont  à  la  condition 

1 


l 


-T  =  0 


Alers  la  quadrique  s'aplatit  indéfiniment,  et  l'on  trouve  pour  les  équations 
de  la  focale 


LR,(A,-f-)i)         '     ZrfA,4-X 


On  voit  aussi  que  les  surfaces  homofocales  aux  déférentes  sont  inscrites 
dans  les  cyclides  homofocales  à  la  proposée.  Ce  fait  sera  expliqué  et  géné- 
ralisé. 

{*)  Dans  un  travail  antérieur  déjà  cité,  Sur  le.s  théorèmes  d'Ivory,  etc.,  j'ai 
déjà  donné  ce  théorème;  mais  par  une  inadvertance  que  je  ne  puis  m'ex- 
pliquer,  j'ai  écrit  cyclide  à  quatre  points  doubUa  dans  l'énoncé,  au  lieu  de 
cyciide  à  deux  points  doubles. 
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focaux  sur  une  des  sphères  contenant  les  focales  Ces  cercles 
sont  doublement  tangents  à  la  ibcaie,  et  leurs  points  de  contact 
sont  des  points  doubles  de  la  cyclide. 

Voici  des  conséquences  d'un  autre  ordre. 

Les  quadriques  inscrites  dans  une  cyclide  ont  leurs  focales 
sur  une  cyclide  homofocale  à  la  proposée.  Or  les  seules  cyclides 
contenant  des  coniques  sont  les  cyclides  du  troisième  ordre. 
Donc 

Les  focales  de  toutes  les  quadriques  inscrites  dans  une  cyclide 
ou  dans  les  cych'des  hom&fiïcaks  engendrent  les  trois  cyclides  du 
troisième  ordre  homo focales  aux  proposées. 

En  particulier,  les  focales  de  toutes  les  fpiadriques  passant  par 
une  cyclide  sphérique  (ÎJ)  engendrent  les  trois  cyclides  du  troisième 
degré  ayard  (II)  pour  focale. 

On  a  ainsi,  en  transformant  par  Thomographie,  un  mode  de 
génération  des  surfaces  du  troisième  ordre,  qu  on  peut  énoncer 
comme  il  suit  : 

Étant  données  deux  quadriques  (Q) ,  (R)  et  une  conique  (H) 
sur  (Q) ,  les  lignes  doubles  des  développables  circonscrites  à  (H)  et 
aux  différentes  quadriques  passant  par  l'intersection  de  (Q)  et 
de  (R)  décrivent  chacune  une  surface  du  troisième  ordre  contenant 
la  conique  (H) . 

Si  une  quadrique  contient  la  focale  d'une  cyclide,  les  qua- 
driques homofocales  seront  inscrites  aux  cyclides  honaofocales. 
Plus  généralement, 

Soit  (Q)  une  quadrique  inscrite  à  une  cyclide  (C);  les  quadri- 
ques homofocales  à  (0)  seront  inscrites  aux  cyclides  homofocales 

à  (G). 

Ces  exemples  suffisent  à  dénaontrer  la  portée  des  théorèmes 
qui  précèdent. 
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REMARQUES  ET  RECTIFICATIONS. 


L>ans  l'article  12  du  texte  se  trouve  indiquée  une  classification 
des  différentes  formes  que  peut  affecter  la  courbe  d'intersection  de 
deux  quadriques.  Les  résultats  que  je  donne  sur  cette  question 
ne  sont  pas  nouveaux  comme  je  le  pensais,  et  se  trouvent  dans  le 
Mémoire  de  f/eome'frte  pure  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre  de 
M .  Cretnoua. 

Le  théorème  donné  a  l'article  19,  et  d'après  lequel  les  quatre 
points  d'intersection  d'une  cyclique  et  d'un  ceivle  peuvent  éh-e 
pris  pour  foyers  d'une  nouvelle  cyclique  passant  pai'  quatre  foyers 
de  la  première,  a  déjà  été  donné  par  MM.  Clifford  et  Crofton.  Voir 
le  Mémoire  de  M.  Crofton.  On  various  Properties,  etc.,  dans  la 
liste  qui  suit.  Nous  étendons,  du  reste,  ce  théorème  à  la  fois  pour 
les  courbes  et  pour  les  surfaces  dans  la  Note  XVI.  Ajoutons  qu'il  est 
implicitement  compris  dans  celui  que  nous  avons  donné  (avril  et 
août  1864)  relativement  aux  propriétés  métriques  des  focales  des 
cycliques. 

La  propriété  des  coniques  sphériques,  énoncée  et  démontrée  à 
l'article  21,  se  trouve  indiquée  d'une  manière  incidente  et  sans 
démonstration  dans  un  Mémoire  de  M.  W.  Roberts  (Journal  de 
Liouville,  t.  X,  page  313  :  Mémoire  sur  quelques  propriétés  géomé- 
triques, relatives  aux  intégrales  elliptiques). 

Des  deux  constructions  données  pour  la  tangente  aux  cycliques 
(art.  24  et  31),  la  première  a  été  indiquée,  au  moins  pour  les 
cycliques  planes,  par  M.  Clifford  (voir  le  Mémoire  de  M.  Crofton 
cité  plus  haut).  Quant  à  la  seconde,  que  j'avais  donnée  depuis  long- 
temps pour  les  ovales  de  Descartes  {Annales  de  l'École  Normale, 
1867),  elle  me  paraît  nouvelle.  Je  saisis  cette  occasion  pour  en 
indiquer  un  énoncé  plus  précis. 

Etant  donnés  quatre  points  A  ,  B  ,  C  ,  D ,  sur  un  cercle,  les  tan- 
gentes aux  deux  cyclides  passant  en  M  et  ayant  A  ,  B  ,  C  ,  D  pour 
foyers  se  déterminent  de  la  manière  suivante  : 

Construisons  l'une  des  deux  bissectrices  de  l'angle  des  droites 


336  SLK    UNE   CLASSE    KKMAKg'JABi.E 

AB  ,  CD,  et  appelons  y  ,  /3 ,  y  ,  o  ,  V  les  angles  que  font  avec  cette 
droite  les  lignes  MA  .  MB  ,  MC  ,  MD  et  la  tangente  en  M.  On  aura 

li  est  à  remarquer  que,  si  deux  des  foyers  A  et  B  devienneut 
imaginaires,  on  peut  les  roraplacer  sans  inconvénient  dans  la 
construction  par  les  foyers  réels  A',  B',  qui  leur  sont  associés. 

Dans  les  Comptes  Rendus  du  25  juin  1872,  M.  Ribaucour  a  donné 
un  théorème  intéressant  sur  les  cyclides  : 

Les  plans  norraaux  à  une  pyclide  en  tous  les  points  d'une  ligne 
de  courbure  sont  tangents  à  une  quadriqn<;  homofocale  aux  défé- 
rentes de  la  cyelide. 

Ce  théorème  de  M.  Ribaucour  est  un  cas  particulier  de  celui 
que  nous  avons  donné  (Note  XVI,  Théorème  lU). 

En  supposant,  dans  notre  théorème,  que  la  cyelide  inscrite  se 
réduise  à  une  quadrique,  l'une  des  séries  de  sphères  doublement 
tangentes  se  réduira  aux  plans  tangents,  et  l'on  obtient  ainsi  la 
proposition  suivante  ; 

^^oient  deux  cyclides  orthogonales  (a)  ,  (^) ,  se  courant  suivant  une 
lifjne  de  courbure.  Les  plans  normaux  à  («)  en  tous  Us  points  de  cette 
ligne  de  courbure  enveloppent  une  quadrique  homofocale  à  la  déférente 
de  («) ,  et  inscrite  dans  [p]  suivant  une  courbe  spnérique. 

Cette  proposition  complète  un  peu  l'élégant  théorème  de 
M.  Ribaucour. 
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